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ПРЕДИСЛОВІЕ.

Не слѣдуя вполнѣ въ изложеніи Теоріи сравненій сочиненіямъ

Лежандра: Theorie des nombres и Гаусса: Disquisitiones arithme-

ticae, я считаю необходимымъ объяснить причины, заставившія меня

сдѣлать отступленія отъ этихъ превосходныхъ сочиненій двухъ вели¬

кихъ Геометровъ. Для этого я войду въ нѣкоторыя подробности
объ этихъ сочиненіяхъ и о современномъ имъ состояніи Теоріи чи¬

селъ.

Ейлеромъ положено начало всѣхъ изысканій, составляющихъ

общую часть Теоріи чиселъ. Въ этихъ изысканіяхъ Ейлеру прѳдшед-

ствовалъ Ферматъ; онъ первый началъ заниматься изслѣдованіемъ
свойствъ чиселъ въ отношеніи ихъ способности удовлетворять не¬

опредѣленнымъ уравненіямъ того или другаго вида, и результатомъ

его изысканій было открытіе многихъ общихъ теоремъ Теоріи чиселъ.

Но изысканія этого Геометра не имѣли непосредственнаго вліянія на

развитіе науки: его предложенія остались безъ доказательствъ и безъ

приложеній. Въ этомъ состояніи открытія Фермата служили только
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вызывомъ Геометровъ на изысканія въ Теоріи чиселъ. Но не смотря

на весь интересъ этихъ изысканій, до Ейлера никто не вызывался. И

это понятно: эти изысканія требовали не новыхъ приложеній пріе¬
мовъ уже извѣстныхъ и не новыхъ развитій пріемовъ, прежде упот¬

реблявшихся; эти изысканія требовали созданія новыхъ пріемовъ,

открытія новыхъ началъ, однимъ словомъ, основанія новой науки.

Это сдѣлано было Ейлеромъ.

Между многими изысканіями Ейлера въ Теоріи чиселъ наиболѣе

имѣли вліянія на успѣхъ этой науки изысканія его по слѣдующимъ

двумъ предметамъ: 1) о степеняхъ чиселъ въ отношеніи остатковъ,

получаемыхъ при дѣленіи ихъ на данное число и 2) о числахъ, пред¬

ставляющихъ сумму двухъ чиселъ, изъ которыхъ одно есть квадратъ,

а другое произведеніе квадрата на данное число. Первыя положили

основаніе теоріи указателей, сравненій двучленныхъ вообще и въ осо¬

бенности теоріи квадратичныхъ вычетовъ; вторыя были началомъ

теоріи квадратичныхъ формъ.
Основаніе теоріи указателей Ейлеръ положилъ мемуаромъ своимъ:

Bemonstrationes circa residua ex divisione potestatum per nume-

ros primos resultantia, напечатаннымъ въ запискахъ нашей Акаде¬
міи за 1773 годъ. Въ этомъ мемуарѣ онъ раскрылъ свойства указа¬

телей и первообразныхъ корней, показалъ высшій предѣлъ числа рѣ¬
шеній, допускаемыхъ сравненіями двучленными съ простымъ модулемъ,

и приложеніе теоріи указателей къ теоріи квадратичныхъ вычетовъ и

квадратичныхъ формъ. Для совершенства теоріи указателей остава¬

лось найти способъ опредѣленія первообразныхъ корней, не испыты¬

вая различныхъ чиселъ. Всѣ старанія Ейлера въ изысканіи этого

были тщетны; онъ говоритъ: „Via quidem adhuc non patet, tales

radices primitivas pro quovis divisore primo inveniendi, neque

etiam demonstration qua tales radices primitivas semper dari

evict, methodum eas inveniedi dedarat“ *). Но при всемъ успѣхѣ

*) Op. rain. col. томъ I, стр. 523.
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Теоріи чиселъ, мы до сихъ поръ находимъ первообразные корни,

испытывая различныя числа, и теоремы, изложенныя мною во второмъ

прибавленіи, едва ли не первый опытъ находить первообразные корни

безъ предварительныхъ испытаній.

Изслѣдованія Ейлера о дѣлителяхъ чиселъ вида ап ± Ъп поло¬

жили начало теоріи сравненій двучленныхъ. Эти изслѣдованія мы

находимъ во многихъ мемуарахъ Ейлера; изъ нихъ особеннаго внима¬

нія заслуживаетъ мемуаръ: Tlieoremata circa divisores mimerorum.

Здѣсь онъ показываетъ, что возможность удовлетворить сравненію
хп — а = 0 (мод. тп н- 1), при тп н- 1 простомъ числѣ, предпо¬
лагаетъ дѣлимость ат— 1 на это число, и доказываетъ обратное,
предполагая т и п простыми между собою. За исключеніемъ лиш¬

няго ограниченія т и п простыми между собою, эти теоремы суть

основанія современной теоріи сравненій двучленныхъ вообще и въ

особенности теоріи квадратичныхъ вычетовъ. Впрочемъ, разсматривая

у Ейлера доказательство послѣдней теоремы, легко замѣтить распро¬

страненіе ея на случай т ж п какихъ-нибудь. Въ мемуарѣ: Be qui-
busdam eximiis proprietatibus circa divisores potestatum occuren-

tibus онъ особенно доказываетъ это для случая т —2, не дѣлая ни¬

какихъ ограниченій относительно п, и показываетъ, что дѣлимость

ап — 1 на 2п и- 1 есть необходимое и достаточное условіе того,

чтобы а было квадратичнымъ вычетомъ числа 2п -+-1. Кромѣ того

Ейлеръ, въ другихъ мемуарахъ, много занимался квадратичными

вычетами, и въ Observationes circa divisionem quadratorum per

numeros primos, разсматривая остатки, получаемые при дѣленіи

квадратовъ на простыя числа, онъ вывелъ такое заключеніе:

Existente s numero quocunque primo, dividantur tantum quad-
rata imparia 1, 9, 25, 49, etc, per divisorem 4s, notenturque

residua, quae omnia erunt formae 4g н- 1, quorum quodvis littera

a indicetur, reliquorum autem numerorum, formae iq-r-\, qui
inter residua non occurunt quilibet littera 21 indicetur, quo facto
si fuerit
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divisor numerus

primus formae

4ws -i- a

4 ms— a

4 ns H-

4ns— 21

turn est

-+- s residuum et — s residuum

+ s residuum et— s non-residuum

-+- s non-residuum et— s non-residuum

-I- s non-residuum et — s residuum

Это открытіе мы находимъ у Ейлера въ 1-мъ томѣ Opuscula

Analytica, 1772 года. Не трудно въ немъ узнать законъ взаимно¬

сти двухъ простыхъ чиселъ, обнародованный Лежандромъ въ 1785

годѣ и положенный имъ въ основаніе теоріи квадратичныхъ вы¬

четовъ.

Въ теоріи квадратичныхъ формъ Ейлеръ началъ свои изысканія

съ суммы двухъ квадратовъ, и въ мемуарѣ: Be numeris, gui sunt

aggregata duorum quadratorum доказалъ, что дѣлители суммы двухъ

квадратовъ простыхъ между собою должны представлять подобную
сумму, и вывелъ линейную форму этихъ дѣлителей. Такимъ образомъ

онъ дошелъ до знаменитой теоремы Фермата о разложеніи простыхъ

чиселъ вида 4т н- 1 на два квадрата. Подобнымъ образомъ Ейлеръ
нашелъ квадратичныхъ и линейныхъ дѣлителей для квадрата, сло¬

женнаго съ удвоеннымъ или утроеннымъ квадратомъ, и предложилъ

безъ доказательства линейныя формы дѣлителей многихъ квадратич¬

ныхъ формъ. Такъ положилъ Ейлоръ основаніе теоріи дѣлителей квад¬

ратичныхъ формъ. Геніальныя открытія, сдѣланныя Лагранжемъ въ

этой части Теоріи чиселъ, открыли путь Ейлеру къ новымъ изыска¬

ніямъ. Слѣдствіемъ ихъ было новое развитіе теоріи квадратичныхъ

формъ со многими приложеніями ея къ изслѣдованію, что данное

число простое или нѣтъ, и какъ можно найти простыя числа чрезвы¬

чайно большія.

Ейлеръ не ограничивался въ изысканіяхъ своихъ однѣми конеч¬

ными формулами; онъ показалъ также, какимъ образомъ употребле¬
ніемъ рядовъ можно дойти до различныхъ предложеній Теоріи чиселъ.
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Сюда относятся изысканія его de partitione питегопт и о суммахъ

дѣлителей различныхъ чиселъ.

Имѣя въ виду развитіе общей части Теоріи чиселъ, мы не бу¬
демъ останавливаться на изысканіяхъ Ейлера въ анализѣ Діофанта,

результатомъ которыхъ было рѣшеніе уравненій вида ах2-+-Ьу2—сз2,

доказательство невозможности нѣкоторыхъ уравненій съ двумя и

тремя неизвѣстными и рѣшеніе многихъ неопредѣленныхъ уравненій
весьма сложныхъ, и перейдемъ къ изысканіямъ Лагранжа, которымъ

сдѣланы весьма важныя развитія въ общихъ началахъ Теоріи чиселъ.

Сюда относятся изысканія его о числѣ рѣшеній, допускаемыхъ срав¬

неніями съ простымъ модулемъ, и изслѣдованія свойствъ квадратич¬

ныхъ формъ. Мы видѣли, что Ейлеромъ найденъ высшій предѣлъ

числа рѣшеній двучленныхъ сравненій; Лагранжъ доказалъ, что этотъ

же предѣлъ будетъ при всякомъ числѣ членовъ. Этимъ открытіемъ
Лагранжъ далъ возможность доказать многія предложенія Теоріи чи¬

селъ, которыхъ доказательства прежде представляли непреодолимыя

затрудненія. Къ числу такихъ предложеній должно отнести существо¬

ваніе первообразныхъ корней для всѣхъ простыхъ чиселъ; доказа¬

тельство, предложенное на это Эйлеромъ, основывается на свойствѣ

двучленныхъ сравненій, которое могло быть строго доказано только

послѣ открытія Лагранжа. Но изъ всѣхъ трудовъ Лагранжа въ Тео¬

ріи чиселъ наиболѣе имѣли вліянія на успѣхъ этой науки его изыс¬

канія о квадратичныхъ формахъ. Онъ далъ общія начала для тѣхъ

изысканій, которыя были сдѣланы Ейлеромъ для немногихъ простѣй¬
шихъ формъ, и эти начала, развитыя Лежандромъ, составили полную

теорію дѣлителей квадратичныхъ формъ, одну изъ самыхъ главныхъ

въ Теоріи чиселъ и особенно важную по своимъ приложеніямъ къ

опредѣленію дѣлителей даннаго числа.

Развитіе теоріи квадратичныхъ формъ, сдѣланное Лежандромъ,
было слѣдствіемъ открытій его въ теоріи квадратичныхъ вычетовъ.

Заключеніе, приведенное нами выше изъ сочиненія Ейлера: Observa¬

tions circa divisionem quadratorum per numeros primos содер-
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житъ ту теорему, которая нынѣ извѣстна подъ именемъ закона взаим¬

ности двухъ простыхъ чиселъ и которой обязана своимъ успѣхомъ

теорія квадратичныхъ вычетовъ. Въ запискахъ Парижской Академіи

Наукъ за 1785 годъ Лежандръ доказалъ ее на основаніи призна¬

ковъ возможности уравненія ах2 -+- Ъі/ — cz2, имъ же открытыхъ, и

показалъ приложенія ея къ изслѣдованію сравненій второй степени и

опредѣленію дѣлителей квадратичныхъ формъ.
Въ такомъ состояніи находились различныя части Теоріи чиселъ,

когда Лежандръ написалъ сочиненіе свое: Essai sur la Theorie des

nombres, изданное послѣ со многими прибавленіями, но безъ суще¬

ственныхъ измѣненій въ системѣ изложенія главныхъ частей, подъ

названіемъ Theorie des nombres. При всемъ развитіи отдѣльныхъ
частей Теоріи чиселъ, систематическое изложеніе этой науки пред¬

ставляло непреодолимыя трудности. Мы видѣли, что законъ взаимно¬

сти двухъ простыхъ чиселъ, служащій основаніемъ теоріи квадратич¬

ныхъ вычетовъ и вслѣдствіе того необходимый для теоріи квадратич¬

ныхъ формъ, выведенъ былъ Лежандромъ изъ свойствъ уравненій
второй степени. Поэтому теорія квадратичныхъ вычетовъ и формъ
могла быть изложена только послѣ предварительнаго изложенія теоріи

неопредѣленныхъ уравненій второй степени, теоріи по предмету сво¬

ему гораздо высшей и съ своей стороны представляющей приложеніе

теоріи квадратичныхъ вычетовъ. Вслѣдствіе этого въ сочиненіи сво¬

емъ Лежандръ, послѣ предварительнаго изложенія различныхъ пред¬

ложеній относительно чиселъ, начинаетъ съ рѣшенія неопредѣленныхъ

уравненій, и только по изложеніи полной теоріи уравненій второй
степени онъ приступаетъ къ общимъ свойствамъ чиселъ, гдѣ нахо¬

димъ у него главныя предложенія Теоріи сравненій и полную теорію

квадратичныхъ вычетовъ и квадратичныхъ формъ. Такой порядокъ

въ изложеніи главныхъ частей Теоріи чиселъ, лишившій ее системы,

оставался необходимымъ только до тѣхъ поръ, пока Гауссъ не пока¬

залъ, какимъ образомъ законъ взаимности двухъ простыхъ чиселъ

можетъ быть выведенъ непосредственно изъ разсматриванія сравненій.
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Такъ открылась возможность, не нарушая естественнаго порядка въ

главныхъ частяхъ Теоріи чиселъ, изложить сравненія второй степени

вмѣстѣ съ другими сравненіями прежде уравненій второй степени, и

потомъ на основаніи результатовъ Теоріи сравненій упростить изслѣ¬

дованіе уравненій высшихъ степеней.

Обращаемся теперь къ сочиненію Гаусса. Мы видѣли, какія раз¬

витія сдѣланы были въ различныхъ частяхъ Теоріи чиселъ трудами

Ейлера, Лагранжа и Лежандра. Но Гауссъ въ сочиненіи своемъ:

Disquistiones arithmeticae не пользовался изысканіями этихъ Гео¬

метровъ. Онъ независимо отъ нихъ развилъ главныя части Теоріи
чиселъ, обогативъ ее новыми пріемами, многими открытіями и весьма

важными приложеніями къ рѣшенію двучленныхъ уравненій. Но при

всемъ достоинствѣ сочиненія Гаусса мы не можемъ не признать, что

большая часть его выводовъ лишена той простоты, которою отлича¬

ются пріемы Ейлера, Лагранжа и Лежандра. Въ этомъ отношеніи

его изложеніе отдѣльныхъ частей Теоріи чиселъ, за исключеніемъ нѣ¬

которыхъ, нельзя предпочесть изложенію Лежандра.
Изъ этого видно, что ни сочиненіе Лежандра, ни сочиненіе

Гаусса не представляютъ Теоріи чиселъ въ томъ совершенномъ видѣ,

въ которомъ она можетъ быть изложена послѣ развитій, сдѣланныхъ
въ ней трудами этихъ Геометровъ, а тѣмъ болѣе послѣ изысканій

Геометровъ позднѣйшихъ. Поэтому въ изложеніи Теоріи сравненій я

долженъ былъ руководствоваться не однимъ Лежандромъ и не однимъ

Гауссомъ, но вмѣстѣ и Лежандромъ и Гауссомъ и многими другими,

занимавшимися этою частью Теоріи чиселъ. Но чтобы привести въ

систему изысканія Геометровъ, употреблявшихъ пріемы весьма разно¬

образные, я долженъ былъ измѣнить большую часть ихъ выводовъ.

Кромѣ того для полноты системы я нашелъ необходимымъ развить
нѣкоторыя статьи. Такъ въ теоріи сравненій 1 -й степени я разсма¬

триваю отдѣльно три случая, когда это сравненіе имѣетъ одно рѣ¬
шеніе, нѣсколько и не имѣетъ ни одного. Излагая свойства сравненій
высшихъ степеней, предлагаю относительно ихъ нѣсколько общихъ
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теоремъ, кромѣ теоремы Лагранжа. Въ теоріи квадратичныхъ формъ
показываю средство узнавать, когда двѣ квадратичныя формы дѣли¬
телей приводятся къ однѣмъ линейнымъ формамъ. Кромѣ того въ

сочиненіи моемъ находится три прибавленія. Въ нервомъ я излагаю

распространеніе знакоположенія Лежандра, сдѣланное Якоби, и пока¬

зываю приложеніе этого къ изслѣдованію квадратичныхъ вычетовъ;

во второмъ я доказываю теоремы, опредѣляющія первообразный ко¬

рень нѣкоторыхъ чиселъ по ихъ виду; въ третьемъ я предлагаю ре¬

зультаты своихъ изысканій относительно свойствъ функціи, опредѣ¬
ляющей сколько простыхъ чиселъ не превосходятъ данной вели¬

чины.
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ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЯ ПОНЯТІЯ.

§ 1. Теорія чиселъ, иначе называемая Трансцендентною

Ариѳметикою, есть наука о рѣшеніи неопредѣленныхъ уравненій
въ числахъ цѣлыхъ. Заимствуя понятія о числахъ изъ Ариѳме¬
тики и объ уравненіяхъ изъ Алгебры и Трансцендентнаго Ана¬

лиза, она въ тоже время существенно отлична отъ этихъ наукъ.

Она отличается отъ Ариѳметики тѣмъ, что разсматриваетъ числа

только въ отношеніи ихъ способности удовлетворять неопредѣ¬
леннымъ уравненіямъ того или другаго вида, и слѣд. остается

независимою отъ системы нумераціи, на которой основываются

дѣйствія Ариѳметики. Она отличается отъ Алгебры и другихъ

частей опредѣленнаго анализа тѣмъ, что, разсматривая уравне¬

нія, она ограничивается только цѣлыми значеніями неизвѣстныхъ.

Разсматривая такимъ образомъ и числа и уравненія съ осо¬

бенной точки зрѣнія, Теорія чиселъ доходитъ до результатовъ

совершенно новыхъ и весьма важныхъ для Ариѳметики и Тео¬

ріи опредѣленныхъ уравненій. Первой она облегчаетъ выкладки,

по огромности своей невыполнимыя безъ ея помощи; второй она

открываетъ путь къ рѣшенію вопросовъ, безъ помощи ея не

разрѣшимыхъ.
Всякое уравненіе, заключающее нѣсколько перемѣнныхъ,

подлежитъ изслѣдованію Теоріи чиселъ. Но не всѣ они одинаково

доступны изслѣдованію и не всѣ они имѣютъ одинакую важность

1
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по приложеніямъ своимъ. Теорія чиселъ до сихъ поръ ограни¬

чивается только разсмотрѣніемъ уравненій наиболѣе простыхъ

и въ тоже время имѣющихъ наиболѣе важныя приложенія. Изъ
этихъ уравненій особеннаго вниманія заслуживаютъ тѣ, которыя

заключаютъ одно изъ неизвѣстныхъ въ первой степени; они за¬

мѣчательны какъ по свойствамъ своимъ, такъ и по приложеніямъ
къ упрощенію дѣйствій Ариѳметики и рѣшенію вопросовъ, ка¬

сающихся опредѣленнаго анализа. Эти то уравненія составляютъ

предметъ изслѣдованія Теоріи сравненій.

§ 2. Прежде чѣмъ приступимъ къ изслѣдованію этихъ урав¬

неній, мы остановимся на свойствахъ чиселъ, извѣстныхъ намъ

частію изъ Ариѳметики и изложимъ ихъ съ надлежащею под¬

робностію.
Всѣ числа раздѣляются на два рода: простыя и составныя.

Простымъ называется такое число, которое можетъ дѣлиться

только на 1 и самого себя. Составнымъ называется такое число,

которое можетъ дѣлиться на другое число, большее 1. Такъ 2,
3, 5, 7, 11 и проч. суть числа простыя, а 4, 6, 8, 9, Юипроч.

суть числа составныя.

Не трудно убѣдиться въ томъ, что простыхъ чиселъ безко¬

нечное множество. Въ самомъ дѣлѣ, допустивши противное и

называя черезъ N наибольшее изъ простыхъ чиселъ, мы должны

допустить, что всѣ числа большія N суть составныя и слѣд. про¬

исходятъ отъ перемноженія 2, 3, 5, 7, 11,.... N, взятыхъ въ

нѣкоторыхъ степеняхъ. Но несправедливость этого обнаружи-
вается числомъ 1. 2. 3. 4. 5.. . . (N—1). N-t-1, которое, оче¬

видно, не дѣлится на числа 2, 3, 5, 7, 11,. ... N и слйд. пе¬

ремноженіемъ ихъ степеней не можетъ быть составлено. И такъ

нельзя допустить, чтобы простыхъ чиселъ было не безконечное

множество.

Для опредѣленія всѣхъ простыхъ чиселъ, меньшихъ даннаго

предѣла N, способъ самый простой состоитъ въ томъ, чтобы въ

рядѣ

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, N— 1, N
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выкидывать послѣдовательно числа кратныя 2, 3, 5, 7,.... и

т. д. А это, очевидно, можетъ быть выполнено зачеркиваніемъ
въ рядѣ

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, N— 1, N

чиселъ чрезъ 1, считая отъ 2, черезъ 2 считая отъ 3, черезъ 4

считая отъ 5, и вообще черезъ п—1 чиселъ считая отъ числа п.

Такимъ образомъ въ этомъ рядѣ исключатся всѣ числа состав¬

ныя и останутся одни лишь простыя числа.

§ 3. Два или нѣсколько чиселъ называются относительно

простыми, если они не имѣютъ общаго множителя. Такъ числа

10 и 21 суть относительно простыя. Изъ сказаннаго нами о чи¬

слахъ относительно простыхъ слѣдуетъ, какъ частный случай,
что если А, будучи само по себѣ простымъ числомъ, не дѣлитъ Б,
то А и Б, суть числа относительно другъ друга простыя. Въ

самомъ дѣлѣ, въ этомъ случаѣ числа А и В не могутъ имѣть

общимъ дѣлителемъ 1-е) ни числа отличнаго отъ А; ибо А бу¬

дучи простымъ числомъ не можетъ дѣлиться на другое число,

2-е) ни самого А; ибо В по положенію на А не дѣлится. Замѣ¬

чая, что если В меньше А, то Б на А дѣлиться не можетъ, мы

по предыдущему заключаемъ, что при В меньшемъ А и А про¬

стомъ числа В и А будутъ относительно другъ друга простыя.

Это свойство чиселъ можетъ быть выражено такъ: «всякое число,

меньшее даннаго простаго числа, есть относительно его простое

число». Такъ 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, суть простыя относи¬

тельно 11.

Отсюда не трудно вывесть такое заключеніе:

Два числа не равныя между собою и само по себѣ простыя

суть относительно другъ друга простыя.

§ 4. Мы теперь займемся изложеніемъ свойствъ чиселъ от¬

носительно простыхъ.

1. Теорема.

Если А и В суть числа простыя относительно S; то и про¬

изведеніе ихъ АВ есть число простое относительно 8.

і*
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Доказательство. Для доказательства этой теоремы ищемъ

общаго наибольшаго дѣлителя чиселъ А и 8. Для этого, какъ

извѣстно изъ Ариѳметики, должны А дѣлить на S, полученнымъ

при этомъ остаткомъ должны дѣлить 8, новымъ остаткомъ дѣ¬

лить первый остатокъ и т. д. Послѣдній остатокъ будетъ 1; ибо

А и 8, какъ числа относительно простыя, общаго дѣлителя

имѣть не могутъ. Если же мы изобразимъ черезъ q, qv q2,.... qn

частныя, получаемыя при этихъ дѣленіяхъ, а черезъ г, гг г2,....

гп_г, гп— і’ гп остатки; то приравнивая дѣлимое произведенію
дѣлителя на частное, сложенному съ остаткомъ и замѣчая, что

послѣдній остатокъ гп равенъ 1, получаемъ такія уравненія:

A=Sq+r, 8—щ-ь-гѵ г=г^2+г2> , гя_1=гп_1 дпн-1,

которыя по умноженіи на В дадутъ

АВ = BSq н- Вг, BS = Brql -+- Вгѵ j
Br = В)\ q2 -t- Br2, , Вгп_г = Вгп_^п-+-В \

(!)•

Первое изъ этихъ уравненій показываетъ, что общій дѣли¬
тель АВ и S будетъ дѣлить Вг, второе, что этотъ дѣлитель бу¬

детъ дѣлить Вгѵ третье, что онъ будетъ дѣлить Вг%, и т. д., на¬

конецъ послѣднее, что общій дѣлитель АВ и 8 будетъ дѣлить В.

Но В и S, по положенію, не имѣютъ общаго дѣлителя; слѣд. не

имѣютъ его АВ и 8, что и слѣдовало доказать.

Распространяя эту теорему на нѣсколько простыхъ чиселъ

относительно 80, 8г, S2,, мы убѣждаемся, что числа

ABGD. ... и S0S182. . .. суть относительно другъ друга про¬

стыя, если А, В, G, D,. . . . всѣ суть числа простыя относи¬

тельно каждаго изъ чиселъ 80, 8Ѵ S2,....

2. Теорема.

Если 8, будучи простымъ числомъ относительно А, дѣлитъ

произведеніе АВ; то оно дѣлитъ и В.
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Доказательство. Для доказательства этой теоремы мы вы¬

водимъ уравненія (1) и изъ этихъ уравненій замѣчаемъ, что дѣ¬
лимость АВ на S предполагаетъ дѣлимость на 8 чиселъ Вг, Вгѵ
Вг%,.... и наконецъ дѣлимость В, что и слѣдовало доказать.

3. Теорема.

Если изъ двухъ чиселъ А и В, простыхъ между собою, каж¬

дое дѣлитъ S'; то и произведеніе ихъ АВ дѣлитъ S.

Доказательство. Называя черезъ L частное отъ дѣленія 8

на А, мы для опредѣленія величины 8 будемъ имѣть

8= АВ-,

откуда слѣдуетъ дѣлимость AL на В\ ибо по положенію 8 дѣ¬

лится на В. Но по предыдущей теоремѣ дѣлимость AL на В,
гдѣ В число простое съ А, предполагаетъ дѣлимость L на В.

Называя же черезъ Ж число, получаемое при этомъ дѣленіи, мы

будемъ имѣть
L — BM;

вслѣдствіе чего предыдущее уравненіе дастъ

S — АВМ]

откуда ясно видна дѣлимость S на АВ, что и слѣдовало доказать.

Распространяя эту теорему на нѣсколько чиселъ, мы заклю¬

чаемъ, что 8 дѣлится на ABGD. . .

.,
если оно дѣлится на каж¬

дое изъ чиселъ А, В, G, В,... . и числа А, В, G, В,... . про¬

стыя между собою.

§ 5. Мы приступимъ теперь къ разсмотрѣнію свойствъ чи¬

селъ, обнаруживающихся при ихъ разложеніи на простые мно¬

жители.

Извѣстно изъ Ариѳметики, что всякое число можетъ быть

разложено на произведеніе простыхъ чиселъ. Означая черезъ

а, В, у,. . . . различныя простыя числа, входящія въ составъ
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N и черезъ те, п, р,. . .. степени ихъ, мы будемъ имѣть

2Ѵ=ая,рѴ----

Изъ этого уравненія, на основаніи 1-й теоремы мы заклю¬

чаемъ, что N есть простое число относительно всѣхъ чиселъ

простыхъ само по себѣ и отличныхъ отъ а, (3, у,. . . . Въ са¬

момъ дѣлѣ, по § 3 всякое простое число, отличнее отъ ос, (3, у,

.... будетъ также простымъ относительно а, (5, у,. . . . и

слѣд. относительно его будетъ простымъ числомъ произведе¬

ніе jxm$n ур. . . . Отсюда мы можемъ заключить вообще, что

всякое число не можетъ дѣлиться на простое число, въ составъ

его не входящее. Чтоже касается до дѣлимости N, которое мы

предположили равнымъ а.™ Р” ур. . .
.,

на степени чиселъ а, р, у,

.... въ составъ его входящихъ, то также не трудно убѣдиться,
что оно не можетъ дѣлиться на ат> при те'> те, на 8” при

п^>п и т. д. Въ самомъ дѣлѣ, такъ какъ N=am рп ур. . . .; то

частное отъ дѣленія N на ат' представится дробью

ат уР....

ат'
ИЛИ

ат'— т
?

что при т у>те не можетъ быть числомъ цѣлымъ; ибо ос, будучи
числомъ простымъ отличнымъ отъ р, у,...., по замѣченному

нами, дѣлить ря ур. . . . не можетъ. Итакъ N можетъ дѣлиться

только на степени а, (5, у,. . .

., не превосходящія те, «, р,.... и

слѣд. число N можетъ дѣлиться только на числа, въ составъ ко¬

торыхъ входятъ одни простыя числа ос, (3, у,.... и въ
.

степе¬

няхъ непревосходящихъ те, п, р,. . . . Такимъ образомъ дохо¬

димъ мы до слѣдующей теоремы:

4. Теорема.

Число N можетъ дѣлиться на число Р только въ томъ слу¬

чаѣ, когда всѣ простые множители числа Р входятъ въ составъ

N и въ N степени ихъ не ниже чѣмъ въ Р.
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На основаніи этой теоремы не трудно доказать слѣдующую:

5. Теорема.

Для числа N возможно одно только разложеніе на простые

множители.

Доказательство. Въ самомъ дѣлѣ, если мы допустимъ для

числа N два разложенія на простые множители, такъ:

N= OLm f N= <' P"yf\ . . .;

то, дѣля эти уравненія одно на другое, найдемъ

«»» ft" тР... ■

__ 1
а™' < yf.... __ 1

а”*' Pf' yf'- • • •

’
a,ft yP....

Первое изъ этихъ уравненій по предыдущей теоремѣ пред¬

полагаетъ, что всѣ числа аѵ Р15 у15. . . . находятся въ рядѣ чи¬

селъ а, (3, у,. . .

.,
а второе обратно, что всѣ числа а, (3, у,.. . .

находятся въ рядѣ а,, рі5 уг,. . . .; откуда слѣдуетъ, что числа

а, р, у. . . . и «и . . . . суть однѣ и тѣ-же. Принимая же

a = аѵ Р = р„ у = Yi, • • •

•,
мы по предыдущей теоремѣ изъ

уравненія
а.т (jn уР.. ..

Yf....
_

имѣемъ

m не > т, п не > п, р не > р,. . . .;

Подобнымъ образомъ уравненіе

„Ш' оП'
ai Pi Ті -I

а™ уР....
1

предполагаетъ т не >> п не > п , ^ не > jp',. . . .

Изъ соединенія же этихъ неравенствъ съ предыдущими на¬

ходимъ

т = т', п
—

п, р =р,....

Итакъ разсматриваемыя нами два разложенія числа N не
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разнятся между собою ни простыми числами ни степенями ихъ;

откуда и слѣдуетъ предложенная нами теорема.

§ 6. Разложеніемъ чиселъ на простые множители легко до¬

казать слѣдующія теоремы:

6. Теорема.

Если N дѣлитъ квадратъ числа Ж и не можетъ дѣлиться

на квадратъ какого-либо числа; то N дѣлитъ также М.

Доказательство. Разложеніемъ числа N на простые мно¬

жители мы находимъ

N=a.mf ур....

Но такъ какъ N по положенію не можетъ дѣлиться на ква¬

дратъ какого либо числа, то здѣсь показатели т, п, р,.. .. не

могутъ превосходить 1; ибо въ противномъ случаѣ при «га не< 2

число У, очевидно, дѣлилось бы на а3, при га не < 2 оно дѣли¬

лось бы на (З2, и т. д. Слѣд. въ предыдущемъ уравненіи всѣ по¬

казатели «га, га, р,. . .. равны 1; а потому

У = а(3у. . .

.,

гдѣ а, (3, у,. . . . простыя числа, различныя между собою.

Убѣдясь въ этомъ, разлагаемъ М на простые множители; это

даетъ намъ

М= аР/ р»' yf (2),

гдѣ аѵ (315 Yj, . . . . различныя простыя числа. Изъ этого урав¬

ненія мы выводимъ

Ж2 = аш' fl2n' у2У. . .
.,

и замѣчая, что по положенію, Ж2 дѣлится на У, гдѣУ=а|Зу....,
мы по теоремѣ 4-й заключаемъ, что въ рядѣ аѵ (3,, уі, • • • • за¬

ключаются всѣ числа а, (3, у,. . . . и что степени ихъ въ составѣ

Ж2 не суть 0. Слѣд. всѣ числа а, (3, у,... . входятъ въ составъ

Ж и слѣд. Ж дѣлится на а, (3, у,. . . . и вмѣстѣ съ тѣмъ (см.
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теорему 3) дѣлится и на произведеніе ихъ, равное N, что и слѣ¬

довало доказать.

Такъ замѣчая, что 15 не можетъ дѣлиться на квадратъ ка¬

кого либо числа и что оно дѣлитъ 452, равное 2025, мы заклю¬

чаемъ, что 15 будетъ также дѣлить 45.

7. Теорема.

Корень Ъ-й степени числа N только въ томъ случаѣ есть

число цѣлое, когда степени простыхъ множителей его суть

числа кратныя 1г.

Доказательство. Разложеніемъ числа N и корня его h-й

степени на простые множители находимъ

N— ат ри уР , i/N — acf pf ....

Первое изъ этихъ уравненій и второе по возведеніи его въ

степень h даютъ слѣдующія два разложенія числа N на простые

множители:

N= ат (Г /. . .., N= alf Sf if ....

Но по теоремѣ 5-й эти разложенія должны быть тожде¬

ственны. А потому числа а, [3, у, ... . должны быть равны

числамъ «и Ри Yj, . . . . и числа т, п, р, ... . должны имѣть

равныхъ въ рядѣ Ът\ hn, hp\ . ; послѣднее ясно обнаружи¬

ваетъ, что т, п, р, ... . суть числа кратныя /г, въ чемъ и за¬

ключается предложенная теорема.

Такъ находя число 576 равнымъ 26 З3 и замѣчая, что здѣсь
показатели 6 и 2 имѣютъ общимъ дѣлителемъ только 2, мы за¬

ключаемъ, что изъ всѣхъ корней числа 576 только корень ква¬

дратный имѣетъ значеніе цѣлое.

8. Теорема.

Если Nразложеніемъ на простые множители приводится
къ а.т Р" ур • • • •; то сумма различныхъ дѣлителей N есть
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a —1

‘

3 — 1
'

у—1
'

(m -t- 1) (n -+- 1) (p-bl)

a число ихъ есть

Доказательство. По 4-й теоремѣ число N, какъ равное

ат ур ....
,

можетъ дѣлиться только на числа равныя

ат'$п'yp' . . .
,

гдѣ m'<m, w'<w, р <ір, .... Поэтому
всѣ дѣлители числа N опредѣлятся значеніями a.m р"' урГ ,

со¬

отвѣтствующими

т =0, 1, 2, . . . . т—1, т,

п = 0, 1, 2, . . . . п —1, п,

р = 0, 1, 2, ... . р
— 1, р,

и слѣд. найдутся въ рядѣ членовъ, получаемыхъ перемноженіемъ
выраженій

a0 -+- a -+- a2 -1- . . . . -f- am—1 -+-
m

■ a

. —i— P",

y° -+- у -+- у2 -+-. . . . -ьТр-1-ь T',

А поэтому сумма дѣлителей числа N опредѣлится произведеніемъ

(ot.o—1— ан- а3н-.... -+- аГ~г -ь am) (p°-t- р-ь р2н-.... |3"“‘-ь р") X

(у0—і— Y-+- у2-*—,
которое равно

/р-к /)•

цп-*-1—г уР-*-і—1
a —1 Р-1 Г-1

* ’

иоо

*•0 ■ ■ м2 • , „т—1 . „шос -н a -н ос -н . . . . —н ос н- ос =

р0-нр-нр2-н. . . . -и
1
-н -=

a—1 ’

aWH-l—1

P-1

Y° _i_ Y _і_ y2.
Ю—1 p yjPH-l—l
f =

,



11

Число же дѣлителей N опредѣлится числомъ членовъ про¬

изведенія

(а0-*- а-т- аа-+-....-+- а.т~1-*-ат) ((3°ч- (3 -+- (32ч-....-+- (3"—1-+- (Зп)

,

или, что одно и тоже, значеніемъ этого выраженія при а= 1,

(3=1, у = 1, . . . . Слѣд. число дѣлителей N есть

(т -t- 1) (п ч- 1) (р -+-1). .. .

Такъ для числа 72, равнаго 2s. З2, сумма дѣлителей опре¬

дѣлится выраженіемъ 22 ,
что равняется 195, а чи¬

сло дѣлителей 72 будетъ (3 -+-1) X (2 -+-1), или 12. Въ спра¬

ведливости этихъ заключеній мы убѣждаемся, замѣтивъ, что дѣ¬
лители 72 суть

1, 2, 3, 4, 6, 8, 9, 12, 18, 24, 36, 72,

которыхъ сумма равна 195, а число ихъ 12.

9. Теорема.

Если N разложеніемъ на простые множители приводится
къ а”г (3” ур. . . .

,
гдѣ по крайней мѣрѣ одно изъ чиселъ

т, п, р, ... . есть нечетное; то для числа N возможно

4 (м+ 1) (пн- 1) {р-+-1). . . . различныхъ разложеній на два

множителя.

Если же всѣ показатели т, п, р, ... . числа четныя; то

для N возможно 4 (м+ 1) (п-+-1) (р-+-1). . . . -+-•£ такихъ

разложеній.

Доказательство. Въ первомъ случаѣ по 7-ой теоремѣ нѣтъ

числа, котораго бы квадратъ равнялся N, а потому число N не

можетъ разлагаться на произведеніе двухъ множителей равныхъ

между собою и слѣд. всякое разложеніе числа N на два множи¬

теля опредѣлитъ два дѣлителя его. Откуда ясно, что число раз¬

ложеній N на два множителя равно половинѣ числа его дѣлите-
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лей и слѣд. по предыдущей теоремѣ оно равно

|(да-+-1) (п-+ 1) (р-+1). .. .

Во второмъ случаѣ, — въ случаѣ да, п, р, ... . четныхъ,

въ числѣ разложеній N на два множителя будетъ между прочимъ

такое, въ которомъ оба множителя равны и которымъ слѣдова¬

тельно опредѣлится одинъ дѣлитель числа N; затѣмъ всѣ осталь¬

ныя разложенія, какъ и въ первомъ случаѣ, дадутъ по два дѣ¬
лителя. Итакъ, называя черезъ Е искомое число разложеній N
на два множителя, мы найдемъ Ін- 2 (К—1) для числа дѣлите¬
лей N. Но по предыдущей теоремѣ число дѣлителей N есть

(ffl + І) (п -+ 1) (р -+1). .. . Слѣдовательно

1 + 2 (К— 1) = (да -+ 1) (п -+ 1) (р-+-1). • . •;

откуда для величины К находимъ

К— ^ (да -+ 1) (п -+ 1) (р -+ 1). .. . -+

что и слѣдовало доказать.

Такъ для числа 72, равнаго 23. З2, число разложеній на два

множителя должно быть * (3-+1) (2н-1), или 6. Дѣйствительно
находимъ мы, что для 72 возможны только слѣдующія 6 разло¬

женій на два множителя

1.72, 2.36, 3.24, 4.18, 6.12, 8.9.

Для числа же 36, равнаго 22.32, число различныхъ разло¬

женій на два множителя будетъ 4 (2 -+1)Х(2 +1)-+4, или 5.

Дѣйствительно для 36 возможны только слѣдующія разложенія
на два множителя

1.36, 2.18, 3.12, 4.9, 6.6.

§ 7. Прежде чѣмъ пойдемъ далѣе, мы докажемъ относи¬

тельно дѣлимости чиселъ, составляющихъ ариѳметическую про¬

грессію, слѣдующую теорему, которая намъ будетъ нужна те¬

перь и впослѣдствіи.
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10. Теорема.

Если разность прогрессіи есть число простое съ р, а число

членовъ равно тр\ то въ такой прогрессіи число членовъ дѣля¬

щихся на р есть т.

Доказательство. Пусть будетъ разсматриваемая прогрессія

а, a-+-d, а-+- 2d,.... a-1- (тр — 2) d, а-+- (тр — 1) d,

гдѣ d число простое съ р. Этотъ рядъ членовъ разбивается на

т слѣдующихъ:

а, а -+- d, а ч- 2d, . . . . а+ (р—1) d,

a-t-pd, а-+-pd-л- d, a-+-pd -+-2d,.... a-i-pd-t-(p— 1) d,

[ (3)
a-t-npd, a-i-npd-b-d, a-*-npd-t~2d,.... a-+-npd-*-(p—1)d,

a-*-{m—l)pd, a-+(m—l)pd-^d, a+(m—\)pd+2d,..a-*-(mp-\)d.

и не трудно убѣдиться, что каждый изъ этихъ рядовъ заклю¬

чаетъ одинъ членъ дѣлящійся на р. Для обнаруженія этого раз¬

смотримъ рядъ

а-л-npd, а нн npd -+- d, а ч-npd-t- 2d,.... a-t-npd-t-(p—1) d.

Въ немъ не можетъ быть двухъ членовъ, которые бы при дѣ¬

леніи на р дали остатки равные; ибо разность такихъ двухъ

членовъ дѣлилась бы на р, а въ невозможности этого мы убѣж¬
даемся, замѣтивъ, что разность какихъ-либо двухъ членовъ этого

ряда приводится къ произведенію d, числа простаго съ р, на

число <Ср, что по 2-й теоремѣ на р дѣлиться не можетъ. Но

если остатки отъ дѣленія

а -+- npd, а н-npdн- d, а -+- npd н- 2d,.... a-i-npd-+- (р—1) d

на р всѣ различны между собою и слѣд. въ числѣ ихъ не мо¬

жетъ быть болѣе одного равнаго нулю; то съ другой стороны
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одинъ изъ нихъ необходимо будетъ нулемъ; ибо предполагая

противное и замѣчая, что кромѣ нуля относительно остатковъ

отъ дѣленія чиселъ на р можно сдѣлать только р— 1 предполо¬

женій

1, 2, 3,. . . . р 1,

мы должны бы были допустить, что въ числѣ р остатковъ отъ

дѣленія

а npd, а и- npd -+- d, а -+- npd -+- 2d, а -+- пр -+- (р — 1) d

есть два по крайней мѣрѣ равные, что по доказанному нами не¬

возможно.

Убѣдясь такимъ образомъ, что въ рядѣ

а -+- npd, а н- npd -+- d, а -ь npd -+- 2d, а -+- npd н (п —1) d

и слѣд. въ каждомъ изъ (3) число членовъ дѣлящихся на р есть

1, мы заключаемъ, что во всѣхъ т рядахъ (3) число членовъ

дѣлящихся на р есть т. Но совокупность всѣхъ этихъ рядовъ,

какъ видѣли, составляетъ разсматриваемую нами прогрессію

а, ач-d, a-+-2d, .... ач-(тр— 2) d, а-+-(тр—1) d\

откуда и слѣдуетъ предложенная нами теорема.

Изъ этой теоремы не трудно вывести слѣдующую:

11. Теорема.

Если а число простое само по себѣ и А простое съ а; то

въ рядѣ 1, 2, 3,...., aAN—1, aAN число членовъ простыхъ

съ А къ числу членовъ простыхъ съ А и а относится какъ а къ

а— 1.

Доказательство. Въ Ариѳметикѣ доказано, что общій наи¬

большій дѣлитель чиселъ Іи і есть также общій наибольшій

дѣлитель числа А и остатка отъ дѣленія X на А. Отсюда слѣ¬

дуетъ, что если X и А не имѣютъ общаго дѣлителя, то и оста¬

токъ отъ дѣленія X на А будетъ число простое съ И и обратно,
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если остатокъ отъ дѣленія X на А есть число простое съ А, то

X также число простое съ А. Но такъ какъ остатокъ отъ дѣ¬
ленія на А будетъ всегда менѣе А, то при X простомъ съ А

остатокъ отъ дѣленія X на 4 будетъ всегда одно изъ чиселъ

меньшихъ съ А и простыхъ съ А. Пусть же

будутъ числа простыя съ А и меньшія А; нетрудно опредѣлить
видъ числа X, для котораго остатокъ отъ дѣленія на А былъ бы

равенъ одному изъ чиселъ а', а", а'", .... а'п>. Такъ, чтобы

найти X, которое при дѣленіи на А даетъ остатокъ а, пусть

будетъ т' частное отъ дѣленія X на А\ приравнивая дѣлимое

произведенію дѣлителя на частное сложенному съ остаткомъ, мы

находимъ для выраженія X слѣдующую Формулу:

Х=ач~т'А.

Также находимъ слѣдующія Формулы для чиселъ, которыхъ ос¬

татки отъ дѣленія на А суть а', а", а", .... а(п):

Х = сс'-нт'А; Х= а"ч-т'А X = а(п)m(n)А.

Итакъ всѣ числа, которыя при дѣленіи на А даютъ остатки

равные а, а", а" .... а(п) и слѣд. по замѣченному нами, суть
числа простыя съ А, выразятся такимъ образомъ

Х=ос'ч-тА, Х=а"ч-т"А, Х=а"ч-т"'А,... а(п)н-ш(п)И.

Такъ выражаются всѣ числа простыя съ А. На основаніи этихъ

Формулъ легко доказать предложенную нами теорему.

Съ этою цѣлію мы опредѣляемъ по этимъ Формуламъ всѣ

числа простыя съ И и мёныпія aAN, давая въ нихъ буквамъ

т\ т", т", .... m(n) значенія 0, 1, 2, 3, и т. д. до тѣхъ

поръ, пока числа, опредѣляемыя этими Формулами, не будутъ
болѣе aAN.

Такъ находимъ, что всѣ числа простыя съ И и меньшія aAN
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суть

а', а -+- А, ос ч- 2А, . . . .

,
ос -+- (аіѴ— 1) Д,

а", а" и- а" -+- 2.4, . .. .

,
а" н- (аіѴ— 1) .4,

а'", а'"-I-.4, ос"-+- 3J, . . . .

, а'"-4-(aN— 1) А,

а(п), а(п) н- 4, а(п) -+- 24, ,
а(п) -+- (aN—1) А.

и всѣхъ ихъ, какъ не трудно замѣтить, счетомъ есть aNn.

Теперь не трудно показать число простыхъ чиселъ съ 4 и

а и въ тоже время меньшихъ aAN. Для этого стоитъ только въ

найденныхъ нами числахъ, простыхъ съ А, выкинуть числа крат¬

ныя а; ибо а число само по себѣ простое и слѣд. по § 3 всѣ

числа, не дѣлящіяся на него, будутъ простыя съ нимъ. Но по

предыдущей теоремѣ въ рядѣ

ос, а -+- А, ос ч- 2А, а! ч- 3А,.... а+ (aN— 1) А

число членовъ дѣлящихся на а есть N- слѣд. простыхъ съ а

здѣсь aN— N, или (а— 1) N. Тоже замѣчаемъ о прочихъ ря¬

дахъ

а", а." ч-А, ос' -+- 2J,. . . . а" ч-(aN—1) А,

ос'", а" ч- А, а"ч- 2А, ос"' 4-(aN—l)A,

а(п), сс(п)ч-Л, а(п)ч-2А, oc{n)4-(aN—1) А.

Откуда слѣдуетъ, что чиселъ меньшихъ aAN и простыхъ съ А

и а будетъ (а—1) Nn. Но это число къ числу всѣхъ чиселъ

меньшихъ aAN и простыхъ съ А, которое, какъ видѣли, есть

aNn, относится какъ а — 1 къ а, что и слѣдовало доказать.

На основаніи теоремъ изложенныхъ нами не трудно будетъ
доказать слѣдующую теорему:
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12. Теорема.

Если Nразложеніемъ на простые множители приводится
къ ам (3" ур. . . . тсг; то число чиселъ простыхъ czN и метшихъ

N есть ат й" ур. . . . %r. ■ tzl. Izzl
....

^zl.
11 ару тс

Доказательство. Ha основаніи предыдущихъ теоремъ не

трудно показать сколько чиселъ простыхъ съ а, {3, у. ... к, въ

рядѣ

Для этого мы пишемъ этотъ рядъ въ видѣ ариѳметической про¬

грессіи съ разностію равною 1 такимъ образомъ:

1, 1 + 1, 1 -н 2. 1,...., 1+ (а.ает—1 (Зп ур. . . . %г— 1).

На основаніи 10-й теоремы мы заключаемъ, что здѣсь чле¬

новъ дѣлящихся на а есть ат~1 |Зге ур. . . . тт:г; затѣмъ осталь¬

ные, числомъ а”1 ур.... %г— а”г —1 ур. . . . %г, или

а’” (Зп ур. . . . 7сг •

, будутъ простые съ а (см. § 3). Итакъ

въ рядѣ
1,2,3,....,

rift t) V Ct 1

число членовъ простыхъ съ а есть а р у.... -к —— •

Отсюда по 11-й теоремѣ мы заключаемъ, что число членовъ

простыхъ съ а и (3, или, что одно и тоже, простыхъ съ произве¬

деніемъ оф есть ат ур... . тсг- •■Цг-S далѣе по той же

теоремѣ, зная, что число членовъ въ рядѣ

1,2, 3,....,а”Т/---.*Г

простыхъ съ оф есть ат $п ур. . . . мы нахо¬

димъ, что здѣсь число членовъ простыхъ съ сфу есть

a 3W уР . ТС
rot
— 1 & — 1 У — 1

И Т. Д.
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Наконецъ найдемъ такимъ образомъ, что число членовъ про¬

стыхъ съ ару. . .. тс есть

„т оп „р г а — 1 & — 1 Y — 1 тс — 1
а р у .... тс •

—ъ—
• • •

г 1 а £ у it

Такъ опредѣляется число чиселъ простыхъ съ офу. ... тс

и меньшихъ ат [3" ур... . тсг. Но это все равно, какъ бы мы

разсматривали числа простыя съ N, или <хт р" ур. . .. тсг; ибо

всѣ числа простыя относительно ат (3” ур. .. . тсг суть простыя

относительно ару.... и обратно. Въ этомъ мы убѣждаемся

тѣмъ, что относительно ат (3" ур. . .. тсг, также какъ относи¬

тельно ару.... тс, всякое число будетъ простое, если въ со¬

ставѣ его нѣтъ а, Р, у,. . . . тс; въ противномъ же случаѣ оно

не будетъ простымъ ни относительно ат Р" ур. . . . тсг, ни отно¬

сительно аРу. ... тс.

Итакъ <х.т р" ур. . .

число членовъ въ рядѣ

1, 2, 3,...., в*рѴ-...«г

тс
I

_

fi-l
.
т-1

& У

ТС — 1
есть

простыхъ съ амрѵ. . . . тсг, что и слѣдовало доказать.

Такъ для опредѣленія сколько чиселъ простыхъ съ 36 и

меньшихъ 36, мы разлагаемъ 36 на простые множители. На¬

ходя, что 36 равно 22.32, мы по доказанной нами теоремѣ за¬

ключаемъ, что всѣхъ чиселъ простыхъ съ 36 и меньшихъ 36
2 1 з і

есть 22.32 —2——g—) или 12. Дѣйствительно, между всѣми

числами отъ 1 до 36 мы находимъ 12 чиселъ

1, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 25, 29, 31, 35

простыхъ съ 36; всѣ же прочія

2, 3, 4, 6, 8, 9, 10, 12, 14, 15, 16, 18,

20, 21, 22, 24, 26, 27, 28, 30, 32, 33, 34

суть не простыя съ 36.
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Этимъ мы оканчиваемъ изложеніе свойствъ чиселъ, необхо¬

димыхъ намъ впослѣдствіе, и переходимъ къ изслѣдованію срав¬
неній.

ГЛАВА I.

О сравненіяхъ вообще.

§ 8. Теорія сравненій имѣетъ предметомъ изслѣдованіе не¬

опредѣленныхъ уравненій, въ которыя одна изъ неизвѣстныхъ

входитъ въ первой степени. Общій видъ этихъ уравненій есть

F (х, у, 0, ....) = Ли н- В,

гдѣ F данная Функція, А и В извѣстныя числа. Такъ какъ эти

уравненія очень часто употребляются, то для нихъ введено осо¬

бенное знакоположеніе. Не трудно замѣтить, что при неопредѣ¬
ленномъ значеніи числа и уравненіе

F(х, у, 0,. . . .) = Аи-+~ В,

приводясь къ равенству

F(x, у, г,....) —В

А
‘
— “»

есть ни что иное, какъ выраженіе дѣлимости разности

F(x, у, 0 )— В

на А. А потому мы можемъ представить это уравненіе такъ

F (ж, у, 0, ....)== В (мод. А),

означая вообще знакомъ =
,
поставленнымъ между двумя чис¬

лами, дѣлимость разности ихъ на третье число, которое съ сло¬

вами мод. поставляемъ въ скобкахъ.

Такъ для означенія, что разность 17—5 дѣлится на 3 бу¬
демъ писать

17 = 5 (мод. 3).
2*
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Выраженія вида

Ж=ІѴ (мод. А)

извѣстны подъ названіемъ сравненій, числа Ж и N называются

сравнимыми по модулю А, число А модулемъ сравненія. Сравни¬
ваемыя числа М, N могутъ имѣть значенія и положительныя

и отрицательныя; во всякомъ случаѣ выраженіе

M=N (мод. А)

будетъ означать дѣлимость алгебраической разности Ж—N на

А. Число же А, модуль сравненія, мы будемъ всегда предпола¬

гать числомъ положительнымъ.

Замѣтимъ, что по сказанному нами знакоположенію будетъ

всегда
31= г (мод. А),

если г есть остатокъ отъ дѣленія Ж на А; ибо называя черезъ

q частное при дѣленіи 31 на А и приравнивая дѣлимое произве¬

денію дѣлителя на частное, сложенному съ остаткомъ, найдемъ

Ж= Aq-t-г,

откуда ясно, что разность Ж и г дѣлится на А.

Не трудно также убѣдиться въ обратномъ, что если приЖи
г положительныхъ число г меньше А и сравнимо съ Ж по мо¬

дулю А; то г есть остатокъ отъ дѣленія Ж на А; ибо изъ срав¬

ненія Ж== г (мод. А) выходитъ
Ж~г

= q; откуда Ж= Aq-+-r,

а это уравненіе при г <С А и г = > 0 обнаруживаетъ въ г

остатокъ отъ дѣленія Ж на А.

Изъ того, что дѣлимое сравнимо съ остаткомъ, если дѣли¬
тель принятъ за модуль, какъ частный случай, мы выводимъ,
что если Ж дѣлится на А безъ остатка; то

Ж= 0 (мод. А).

На основаніи этого мы будемъ говорить часто, что число
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сравнимо съ 0 по модулю А, вмѣсто того, чтобы говорить, что

оно дѣлится на А.

§ 9. Изъ понятія, составленнаго нами о сравненіяхъ, не

трудно обнаружить въ нихъ слѣдующія свойства:

1) Два числа, сравнимыя съ однимъ и тѣмъ же числомъ

по какому либо модулю, сравнимы и между собою по тому же

модулю. Въ самомъ дѣлѣ, если M=N (мод. A), M'=N (мод. А);
то и Ж==Ж' (мод. А); ибо сравненія Ж==ІѴ (мод. А),
M'=N(мод. А) предполагаютъ, что А дѣлитъ разности Ж—2Ѵ,
Ж'—N и слѣд. дѣлитъ разность этихъ разностей. Но эта по¬

слѣдняя разность есть Ж—Ж' и дѣлимость ея на А выражается

сравненіемъ Ж==Ж' (мод. А).
2) Въ сравненіяхъ, подобно уравненіямъ, члены могутъ бытъ

переносимы изъ одной части въ другую. Такъ если Ж-ь- Ж'== N

(мод. А); то M=N—Ж' (мод. А). Въ самомъ дѣлѣ, сравненіе
M-t-M'==N (мод. А) выражаетъ дѣлимость М-+-М'—N на А;
но М-+-М'—N равно Ж—(N—М')] дѣлимость же этого на

А выражается сравненіемъ M==N—Ш' (мод. А).
3) Два или нѣсколько сравненій съ однимъ и тѣмъ же мо¬

дулемъ могутъ бытъ почленно складываемы и вычитаемы. Такъ

если M=N (мод. А), Ж==ІѴ' (мод. А)', то М±M'==sN±Nr

(мод. А). Въ этомъ не трудно убѣдиться, замѣтивъ, что сравне¬

нія M==N (мод. А), M'==N' (мод. А) предполагаютъ дѣли¬

мость разностей Ж—N, М'— N' на А. Откуда слѣдуетъ дѣ¬
лимость на А числа равнаго Ж—N±(M'—N'), или Ж±Ж'—

(N±Nf); а это выражается сравненіемъ M±M'===(N± N')
(мод. А), что и слѣдовало доказать. Отъ соединенія двухъ срав¬
неній не трудно перейти къ соединенію трехъ, четырехъ и т. д.

4) Члены сравненія могутъ бытъ умножены на одно число.

Такъ, если M===N (мод. А); то JcM=JcN (мод. А). Въ са¬

момъ дѣлѣ, по предыдущему свойству, сложивши почленно Тс

одинакихъ сравненій M===N (мод. А), найдемъ TcM=kN (мод. А).
Такъ докажется возможность умножать члены сравненія на вся¬

кое цѣлое, положительное число. Чтоже касается до умноженія
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на число отрицательное, то мы замѣчаемъ, что если kM===kN

(мод. А); то также—кМ=— kN (мод. А); ибо первое сравне¬

ніе предполагаетъ дѣлимость числа кМ— kN на А, а это число

съ знакомъ — будетъ—кМ-+- kN и дѣлимость его на А выра¬

жается сравненіемъ —кМ=— kN (мод. А).
5) Два или нѣсколько сравненій съ однимъ и тѣмъ же мо¬

дулемъ могутъ быть почленно перемножены.

Не трудно убѣдиться, что если M==N (мод. А) и M'=N'

(мод. А); то ММ'= NN' (мод. А). Въ самомъ дѣлѣ, сравненія
M===N, M'=N' (мод. А) выражаютъ дѣлимость чиселъ Ж—N,
Mf—N на А. Называя же черезъ q, q', частныя получаемыя

при этихъ дѣленіяхъ, находимъ

Ж— N M'—N' ,

= —а—=2,
откуда выходитъ

M=Aq4-N, M'= Aq-t-N'.

Эти уравненія по перемноженіи даютъ

ММ' = А2 qq -+- А (qNf ч-q'N)-*- NN',

что обнаруживаетъ дѣлимость ММ'— NN' на А, и слѣд. срав¬
неніе MM'=NN' (мод. А).

Если мы перемножимъ такимъ образомъ сравненія M=N,
М' = N' (мод. А) между собою, произведеніе ихъ перемножимъ

съ M"= N" (мод. А) и т. д.; то мы дойдемъ до сравне¬

нія ММ'31".. .. == NN'N".... (мод. А). Предполагая же

здѣсь М— М' — М"=. . . ., N=N'—31". ... и называя че¬

резъ к число равныхъ чиселъ Ж, Ж', Ж",.... N, N', N"... .

найдемъ 31k==Nk (мод. А). На основаніи этого легко доказать

слѣдующее предложеніе:
6) Значенія цѣлой функціи съ цѣлыми коеффиціентами

отъ двухъ чиселъ сравнимыхъ по какому нибудь модулю сравнимы

по тому же модулю.
Такъ, если M==N (мод. А), fx=axm-+-bxm~l-*-cxm~2-*-...,
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гдѣ а, Ъ, с,.. . . числа цѣлыя; то f(M)=sf(N) (мод. А). Въ

самомъ дѣлѣ, изъ сравненія Ж= 2Ѵ (мод. А) по доказанному
нами сейчасъ выходитъ

Мт == N'm, Mm-2= Nm~\.. .. (мод. А);

умножая эти сравненія на а, Ъ, с,...., выводимъ

aMm==aNm, сЖт~г^с^~2.... (мод. А).

Эти же сравненія, будучи сложены почленно, даютъ

аЖт -+- ЪМт~х -+- сЖт~2 н- ....
== aNm -ь WVm_1 -н

-+- сіѴ"1-2 ... (мод. А),
гдѣ замѣняя

аМт -+- ЪМт~х -+■ сЖт~2-*-....,

aNm н- bNm~l -ь cNm~2

черезъ f(M), f(N), имѣемъ f(M)==f(N) (мод. А), что и слѣдо¬
вало доказать.

7) Члены сравненія могутъ бытъ сокращены на ихъ общаго

множителя, если этотъ множитель число простое съ модулемъ.
Такъ, если kM== kN (мод. А), гдѣ к число простое съ А;

то M=N (мод. А). Въ самомъ дѣлѣ, сравненіе kM== kN

(мод. А) предполагаетъ дѣлимость кМ— kN, или к (Ж—N) на

А. Но при к простомъ съ А по 2-й теоремѣ это предполагаетъ

дѣлимость Ж—N на А, а это выражается сравненіемъ M=^N

(мод. А).
8) Если одна частъ сравненія и модуль дѣлятся на какое

иибудъ число; то на то же число должна дѣлиться и другая
часть сравненія; иначе сравненіе не возможно.

Такъ, если M==skN (мод. кА), то Ж дѣлится на к. Въ са¬

момъ дѣлѣ, это сравненіе предполагаетъ, что разность Ж—kN

дѣлится на кА. Называя же черезъ q частное отъ этого дѣленія,
имѣемъ ——= q. Откуда выходитъ М= к (JV-+- Jq), что

обнаруживаетъ дѣлимость Ж на к.
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9) Общій множитель членовъ сравненія и модуля можетъ

быть сокращенъ. Такъ если kM====kN (мод. кА); то M=zN

(мод. А). Въ самомъ дѣлѣ, сравненіе кШ== кЛг (мод. кА) пред¬

полагаетъ дѣлимость кМ— kN на кА; но
J:N

приводится къ

—j—; дѣлимость же Ж—N на А выражается сравненіемъ

M==N (мод. А).
10) Два числа, сравнимыя по двумъ или нѣсколькимъ моду¬

лямъ простымъ между собою, сравнимы и по произведенію ихъ.

Такъ, если M===N (мод. А), M=N (люд. А'), гдѣ А, А' числа

простыя между собою; то Ж==N (мод. АА'). Въ самомъ дѣлѣ,
сравненія M==zN (мод. А), М= N (мод. А') предполагаютъ

дѣлимость Ж—N на А и А'. Но при А и А' простыхъ между
собою эта дѣлимость (теор. 3) предполагаетъ дѣлимость Ж—N

на произведеніе АА', что выражается сравненіемъ Ж= 2Ѵ

(мод. АА'). На основаніи этого, имѣя нѣсколько сравненій
Ж=Н (мод. А), Ж=Ж(мод. А'), Ж=Н(мод. А")...., гдѣ
всѣ числа А, А', А",.... суть простыя относительно другъ друга,
мы изъ соединенія двухъ первыхъ находимъ Ж=Ж (мод. АА');
соединяя же это сравненіе съ Ж ==N(Mod. А"), получаемъ

Ж===.И (мод. АА' А") и такъ далѣе, въ чемъ и заключается

предложенная нами теорема.

11) Не нарушая сравненія модуль можетъ быть замѣненъ

числомъ, на которое онъ дѣлится. Такъ, если Ж—N (мод. АА');
то Ж^Н (мод. А). Въ самомъ дѣлѣ, умножая члены этого

сравненія на А', найдемъ А'Ж= А'N (мод. АА'). Но по замѣ¬

ченному нами свойству сравненій (см. п° 9) общій множитель

членовъ сравненія и модуля можетъ быть сокращенъ. Сокращая
же въ сравненіи А’Ж= А'N (мод. АА') множитель А', нахо¬

димъ Ж=_ЛГ (мод. А), что и слѣдовало доказать.

Вотъ главныя свойства сравненій двухъ чиселъ между со¬

бою; эти свойства послужатъ намъ для рѣшенія сравненій, за¬

ключающихъ одно или нѣсколько неизвѣстныхъ. Къ этому мы

теперь и приступимъ.
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§ 10. Мы видѣли, что въ сравненіи члены могутъ быть пе¬

реносимы изъ одной части въ другую. Предполагая же всѣ члены

перенесенными въ одну часть сравненія, мы приведемъ его къ

виду

f(x, у, я, ) = 0 (мод. р),

гдѣ f какая нибудь Функція, р данное число, принимаемое за мо¬

дуль, х, у, з,. . . . числа неизвѣстныя.

Изслѣдованія наши мы начнемъ съ простѣйшихъ сравненій,
съ сравненій, заключающихъ одно неизвѣстное и сначала раз¬

смотримъ тотъ случай, когда Функція, входящая въ сравненіе,
есть цѣлая съ цѣлыми коеффиціентами.

Ограничиваясь сравненіями этого вида, мы докажемъ для

нихъ слѣдующую теорему:

13. Теорема.

Если сравненію fx=== 0 (мод. р) удовлетворяетъ х — а;

то ему удовлетворяютъ и всѣ числа сравнимыя съ а по мо¬

дулю р *).

Доказательство. Въ самомъ дѣлѣ, по свойствамъ сравненій,
замѣченнымъ нами въ предыдущемъ параграфѣ (см. тамъ п° 6),
изъ сравненія Х=а (мод. р) выходитъ fX== fa (мод. р). Но

а по положенію удовлетворяетъ сравненію fx==i0 (мод. р), слѣд.

/о == 0 (мод. р), а въ этомъ случаѣ по м° 1 предыдущаго пара¬

графа изъ сравненія fX= fa(Mod. р) выходитъ fX~ 0 (мод. р),
что и слѣдовало доказать.

§ 11. Мы видѣли, что если а есть число удовлетворяющее

сравненію fx== 0 (мод. р); то ему удовлетворяютъ и всѣ числа,

сравнимыя съ а по модулю р. Посмотримъ теперь какія же

числа будутъ сравнимы съ а по модулю р. Для этого мы при¬

помнимъ, что числа, сравнимыя между собою по модулю р, суть

*) Здѣсь и вездѣ впослѣдствіе подъ знаками fx, Fx, фх.,. мы будемъ
разумѣть цѣлыя функціи съ цѣлыми коеффиціентами.
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тѣ, которыхъ разность дѣлится на р безъ остатка; поэтому

X будетъ числомъ сравнимымъ съ а по модулю р, если разность

ихъ дѣлится на р. Называя же частное отъ дѣленія а — X на р

черезъ N, мы найдемъ = N, откуда X— а—pN. Вотъ

общая Формула всѣхъ чиселъ сравнимыхъ съ а по модулю р.

Давая здѣсь числу N различныя величины какъ положительныя,

такъ и отрицательныя, мы найдемъ безконечное множество чи¬

селъ, сравнимыхъ съ а по модулю р. Но изъ всѣхъ чиселъ

сравнимыхъ съ а по модулю р особеннаго вниманія заслужива¬

ютъ два числа: 1-е) число положительное наименьшее изъ всѣхъ

чиселъ сравнимыхъ съ а по модулю р\ оно извѣстно подъ назва¬

ніемъ наименьшаго положительнаго вычета числа а по мо¬

дулю р\ 2-е) число отрицательное, котораго численная величина

менѣе численной величины всѣхъ отрицательныхъ чиселъ, срав¬

нимыхъ съ а по модулю р; такое число извѣстно подъ названіемъ

наименьшаго отрицательнаго вычета числа а по модулю р.

Кромѣ того мы будемъ отличать особеннымъ именемъ абсолютно

малаго вычета числа а по модулю р тотъ изъ наименьшихъ вы¬

четовъ положительный или отрицательный, который имѣетъ

наименьшую численную величину. Въ случаѣ равенства числен¬

ныхъ величинъ наименьшаго положительнаго вычета числа а по

модулю р и наименьшаго отрицательнаго вычета его мы за аб¬

солютно малый вычетъ числа а по модулю р можемъ безъ раз¬

личія принимать тотъ или другой изъ наименьшихъ вычетовъ и

мы будемъ говорить, что въ этомъ случаѣ абсолютно малый вы¬

четъ числа а по модулю р имѣетъ двѣ величины.

По Формулk Х= а
— Np, опредѣляющей всѣ числа срав¬

нимыя съ а по модулю р, не трудно найти и наименьшій по¬

ложительный вычетъ а по модулю р и наименьшій отрицатель¬

ный вычетъ его. Для этого мы уравненіе Х= а—Np пишемъ

такъ Х=р{^— N^j; откуда видно, что наименьшая числен¬

ная величина X соотвѣтствуетъ значеніямъ N наиближе подхо¬

дящимъ къ у; притомъ видно также, что X будетъ имѣть зна-
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ченіе положительное или отрицательное, смотря по тому бу¬

детъ ли N менѣе или болѣе чѣмъ —.

р

Итакъ наименьшій положительный вычетъ числа а по моду¬

лю р опредѣлится по Формулѣ а — Np, когда за N мы возьмемъ

число наиближе подходящее къ —, но не превосходящее —; та-

кое число, очевидно, при а положительномъ мы найдемъ въ ча-

стномъ, дѣля а на р и пренебрегая остаткомъ. Откуда ясно,

что наименьшій положительный вычетъ по модулю р числа по¬

ложительнаго мы найдемъ въ остаткѣ отъ дѣленія его на р.

Такъ для опредѣленія наименьшаго положительнаго вычета 23

по модулю 7, мы будемъ имѣть Формулу 23 — 7N, гдѣ за N

должны будемъ взять цѣлое число, получаемое при дѣленіи 23

на 7. Выполняя это дѣленіе находимъ, что здѣсь IV= 3. Дѣ¬
лая ІѴ=3 въ Формулѣ 23 — 7N, находимъ, что 2 есть наи¬

меньшій положительный вычетъ 23 по модулю 7.

Также для наименьшаго положительнаго вычета — 2 по мо¬

дулю 5 находимъ Формулу
— 2 — 5N, гдѣ за N должны взять

число наиближе подходящее къ ^, но не превосходящее ~ •

Такое число есть —1; слѣд. искомый вычетъ есть — 2-+-5=3.

Не трудно убѣдиться, что всегда наименьшій положительный

вычетъ а по модулю р меньше р. Это слѣдуетъ изъ сказаннаго

нами объ опредѣленіи его. Мы видѣли, что онъ опредѣляется
Формулою а — Np, гдѣ N есть цѣлое число наиближе подходя¬

щее къ ; а потому ^ —N< 1 и слѣд.

a—pN= p (j—N) <Р-

Для опредѣленія наименьшаго отрицательнаго вычета числа а

по модулю р, мы должны въ Формулѣ а—pN, или р
— N^j

принять за N число, которое бы было больше ^ и наиближе

подходило къ -£•; такое число при- а положительномъ, очевид-

но, мы получимъ, если, дѣля а на р, дробь частнаго замѣнимъ
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единицею. Такъ наименьшій отрицательный вычетъ числа 23 по

модулю 7 опредѣлится Формулою 23 —7N, гдѣ заNдолжны взять

частное
у
= 3 -+-

у,
замѣнивъ единицею дробь —; это дастъ

намъ N— 4 и по Формулѣ 23 — 7N находимъ, что наимень¬

шій отрицательный вычетъ числа 23 по модулю 7 есть 23—7.4,
или — 5.

Опредѣливши наименьшій положительный вычетъ и наимень¬

шій отрицательный, мы легко узнаемъ тотъ изъ нихъ, который

долженъ быть принятъ за абсолютно малый вычетъ. Но его

также можно опредѣлить непосредственно на основаніи Формулы

а— Np, или р (у — Nj. Для этого стоитъ только выбрать

значеніе N такъ, чтобы
у
—N имѣло наименьшую численную

величину; такое значеніе N мы, очевидно, найдемъ, опредѣляя

частное — и откидывая въ немъ дробную часть, когда она

меньше или замѣняя ее единицею, если она болѣе |. Если

же дробная часть
у

не больше | и не меньше 4; то мы ее

по произволу можемъ или откинуть или замѣнить единицею; въ

томъ и другомъ случаѣ численная величина — — N будетъ рав-

на 4- Такъ для опредѣленія абсолютно малаго вычета 23 по

модулю 7, мы должны въ Формулѣ 23 — 7N принять за N

частное —■ = 3 -+-|, откинувши дробь Это даетъ намъ N=3

и слѣдовательно искомый абсолютно малый вычетъ будетъ
23 — 7.3 =2.

Напротивъ при опредѣленіи абсолютно малаго вычета 25

по модулю 7, мы возьмемъ въ Формулѣ 23 — 7N за N част¬

ное
“
= 3 у, замѣнивъ единицею дробь Это дастъ намъ

^7=4 и для величины искомаго вычета найдемъ 25—7.4=—3.

Изъ сказаннаго нами слѣдуетъ, что при опредѣленіи абсо¬

лютно малаго вычета но Формулѣ а— Np, мы за N принима¬

емъ число, котораго разность съ
у будетъ имѣетъ численную

величину не болѣе А потому абсолютно малый вычетъ числа
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а по модулю р, опредѣляясь Формулою а — Np, или р \
~ —

Nj
будетъ имѣть- численную величину не превосходящую у.

§ 12. Разсмотрѣвши числа, сравнимыя съ а по модулю р,

обращаемся къ рѣшенію сравненія fx == 0 (мод. р).
Мы видѣли, что если этому сравненію удовлетворяетъ а, то

ему удовлетворяетъ и всякое число X, для котораго имѣетъ мѣсто

сравненіе Х=а (мод. р). Этихъ чиселъ безконечное множество; но

всѣ они, сравнимыя съ однимъ и тѣмъ же числомъ а и слѣдоват.

между собою по модулю р, принимаются за одно рѣшеніе сравненія

fx == 0 (мод. р). По этому мы будемъ говорить, что сравненіе

fx = 0 (мод. р) имѣетъ одно только рѣшеніе, если ему удов¬

летворяютъ только числа, для которыхъ х =5 а (мод. р); мы бу¬

демъ говорить, что сравненіе fx == 0 (мод. р) имѣетъ два рѣ¬

шенія, если ему кромѣ чиселъ, опредѣляемыхъ сравненіемъ

х= а (мод. р),

удовлетворяютъ другія, получаемыя изъ сравненія

х = ах (мод. р),

гдѣ а не ==

а1 (мод. р). И вообще мы будемъ говорить, что

сравненіе fx = 0 (мод. р) имѣетъ п рѣшеній; если ему удовле¬

творяютъ только числа, опредѣляемыя сравненіями

ж==а, х= ах, х===а2,. . . . х = ап__г (мод. р),

гдѣ а, аѵ а2,.... ап_г суть числа не сравнимыя между собою по

модулю р. На основаніи этого мы докажемъ слѣдующую теорему.

14. Теорема.

Сравненіе fx = 0 (мод. р) имѣетъ столько рѣшеній, сколько

чиселъ въ рядѣ, 0, 1, 2,.... р
— 1 ему удовлетворяетъ и если

эти числа суть ах, а2, а8,. . . . <хп; то х = ах, х= а3, х= а3,

. . .
.,

х = ап (мод. р) суть рѣшенія сравненія fx= 0 (мод. р).
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Доказательство. Въ § 10 видѣли, что если аѵ а2, а3,.. . . ап

удовлетворяютъ сравненію /ж== 0 (мод. р); то ему удовлетво¬

ряютъ и всѣ числа, опредѣляемыя сравненіями

х = аѵ х= а2г х = а3,. . . ., х = ап (мод. р).

Но не трудно доказать съ одной стороны, что кромѣ этихъ чи¬

селъ нѣтъ ни одного удовлетворяющаго сравненію /ж===0 (мод. р\
а съ другой, что числа а,, а2, <х3,. . . ., ап не сравнимы между

собою по модулю р\ откуда по сказанному нами о числѣ рѣ¬
шеній сравненія fx == 0 (мод. р) и будетъ слѣдовать предло¬

женная теорема.

Для доказательства перваго предположимъ, что какое либо

число А удовлетворяетъ сравненію /ж= О (мод. р), не удовле¬

творяя ни одному изъ слѣдующихъ:

ж= аі; ж==а2, ж ===

а3,. . . . х= ап (мод. р).

Если А удовлетворяетъ сравненію fx == 0 (мод. р)\ то по

§10 будетъ удовлетворять ему и всякое число, сравнимое съ

нимъ по модулю р, и слѣд. наименьшій положительный вычетъ

его. Называя этотъ вычетъ черезъ а, мы будемъ имѣть

А= а, f(a)== О (мод. р). . .’ (4)

и а, какъ наименьшій положительный вычетъ А по модулю р,

будетъ заключаться въ рядѣ 0, 1, 2,.... р—1. Ноесли а заклю¬

чается въ этомъ рядѣ и удовлетворяетъ сравненію fж=0 (мод. р);
то а есть одно изъ чиселъ аѵ а2, а3,. . . . ап; ибо по положенію

аѵ а2, а3...., ап суть единственныя числа ряда 0, 1, 2,.... р— 1,

удовлетворяющія сравненію /ж== 0 (мод. р). Но это невозмо¬

жно; ибо по (4) А удовлетворяетъ сравненію ж=а (мод. р),
между тѣмъ какъ по положенію оно не удовлетворяетъ ни од¬

ному изъ сравненій

ж=ах, ж= а2,. . .

.,
ж = ап (мод. р).

Переходимъ теперь къ доказательству, что числам, а2,...., ап
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не сравнимы между собою по модулю р. Для этого допустимъ

противное; пусть будетъ а,
==

а2 (мод. р). Изъ этого сравне¬

нія слѣдуетъ дѣлимость а,
—

а2 на р, что не возможно; ибо

а1? а2 числа положительныя и каждое изъ нихъ меньше р,

вслѣдствіе чего разность ихъ будетъ имѣть численную величину

меньше р и слѣдовательно не дѣлимую на р.

Такъ убѣждаемся мы въ справедливости теоремы, нами

предложенной.
Чтобы показать приложеніе этой теоремы, возьмемъ сравне¬

ніе ж3—ж—1 = 0 (мод. 5). Внося сюда вмѣсто х числа О,

1, 2, 3, 4, мы убѣждаемся, что только 2 удовлетворяетъ раз¬

сматриваемому сравненію. Откуда заключаемъ, что это срав¬

неніе имѣетъ одно рѣшеніе х=2 (мод. 5).
Такимъ же образомъ для сравненія ж2—3==0(мод. 11)

находимъ два рѣшенія х =5, ж= 6 (мод. 11); разсматривая

же сравненіе ж2— 11 s= О (мод. 3) убѣждаемся, что оно не

имѣетъ ни одного рѣшенія.

ГЛАВА II.

О сравненіи первой степени.

§ 13. Общій видъ сравненій первой степени есть

ах— &==5 0 (мод. р),

гдѣ а, Ъ какія нибудь числа положительныя или отрицательныя;

р число положительное. Сравненія этого вида представляютъ два

случая существенно отличные одинъ отъ другаго; ихъ мы раз¬

смотримъ отдѣльно. Первый случай это, когда а и р числа от¬

носительно другъ друга простыя; второй, когда они имѣютъ

общаго множителя. Мы начнемъ съ перваго случая, а и р про¬

стыхъ между собою, и докажемъ слѣдующую теорему:
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15. Теорема.

Сравненіе ах—Ъ=О {мод. р) при а простомъ съ р имѣетъ

всегда одно рѣшеніе.

Доказательство. Изъ доказаннаго нами въ параграфѣ 12

о числѣ рѣшеній сравненія f%== 0 (мод. р) слѣдуетъ, что срав¬

неніе ах— Ъ= О (мод. р) имѣетъ столько рѣшеній, сколько на¬

ходится въ рядѣ О, 1, 2,. .

.., р—1 чиселъ, ему удовлетворяю¬

щихъ, или, что одно и тоже, сколько въ рядѣ а. О — Ъ, а. 1—Ъ,
а. 2 — Ъ,. ...,

а (р —1) — Ъ чиселъ дѣлящихся на р. Но какъ

эти числа составляютъ ариѳметическую прогрессію, которой
разность есть а, число простое съ р по положенію, число же

членовъ равное; то по 10-й теоремѣ здѣсь будетъ одинъ членъ

дѣлящійся на р. Слѣд. въ сдѣланномъ нами предположеніи срав¬

неніе ах — Ъ == 0 (мод. р) имѣетъ одно рѣшеніе, что и слѣдо¬
вало доказать.

Убѣдившись такимъ образомъ, что въ разсматриваемомъ

нами случаѣ сравненіе ах— Ъ === 0 (мод. р) имѣетъ одно рѣше¬

ніе, мы покажемъ теперь, какъ найдется оно. Въ настоящее вре¬

мя извѣстно нѣсколько способовъ рѣшать сравненіе ах — & == О

(мод. р); замѣчательнѣйшіе изъ нихъ мы предложимъ впослѣд-

ствіе, говоря о свойствахъ чиселъ, на которыхъ они основы¬

ваются. Здѣсь же замѣтимъ, что сравненіе ах—Ъ= 0 (мод. р)
можетъ быть рѣшено по способу предлагаемому въ Алгебрѣ
для рѣшенія неопредѣленнаго уравненія ах —ре— Ъ, отъ ко¬

тораго сравненіе ах— Ъ= 0 (мод. р) отличается только знако-

ноложеніемъ. Дѣйствительно, сравненіе ах — Ъ==0 (мод. р)
есть ничто иное, какъ выраженіе дѣлимости ах— Ъ на р, что

можетъ быть представлено уравненіемъ
ах~Ь

= г, предполагая

г произвольнымъ цѣлымъ числомъ. Откуда для опредѣленія х и

е получаемъ уравненіе ах—рг = Ъ.

Итакъ рѣшеніемъ уравненія ах —рз — Ъ опредѣлятся зна-
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ченія х, удовлетворяющія сравненію ах— &= 0 (мод. р). Эти

значенія х, какъ извѣстно, выражаются такъ: х — а -+- пр, гдѣ

а одна изъ величинъ х, способная удовлетворить уравненію
ах — pz

— Ъ, п число произвольное. По принятому нами знако¬

положенію мы вмѣсто того, чтобы писать х — а -+-пр, предпо¬

лагая п произвольнымъ числомъ, можемъ написать ж=а (мод. р)
и въ этомъ видѣ мы будемъ всегда представлять рѣшеніе срав¬

ненія ах — Ь = О (мод. р).

Напримѣръ, имѣя для рѣшенія сравненіе 7х—3=0 (мод. 10),
мы возьмемъ уравненіе 7х—10я = 3. Рѣшая это уравненіе, мы

найдемъ для значенія х и z такія выраженія ж = 9 -н 10%,

я=6-і-7»; откуда для рѣшенія сравненія 1х—3=0 (мод. 10)
получаемъ

ж= 9 (мод. 10).

§ 14. На основаніи доказанныхъ нами теоремъ относитель¬

но сравненій вообще и въ особенности относительно сравненій
вида ах — Ъ= 0 (мод. р) могутъ быть доказаны двѣ любопыт¬

ныя теоремы относительно чиселъ, которыя послужатъ намъ

также для рѣшенія сравненій первой степени. Этими-то свой¬

ствами чиселъ мы теперь и займемся.

16. Теорема.

Если р число простое и не дѣлитъ а; то ар~1=1 (мод. р).

Доказательство. Пусть будутъ г1? г2, г3,...., г
х
наимень¬

шіе положительные вычеты чиселъ Іа, 2а, За,...., (р — 1) а

по модулю р; они будутъ удовлетворять сравненіямъ

1а=ги 2а=г2, За=г3, , (р—1) а==гр_х (мод. р) (5).

Перемножая эти сравненія между собою, мы найдемъ

1.2.3 . . . . (р — 1) ар~1 = гг r2 rs. ..._ гр_х (мод. р) (6).
з
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Но нетрудно убѣдиться, что произведенія

1.2.3 (р— 1), r,r2r2 гр_х

равны между собою.

Для этого мы замѣчаемъ, что rv r2, г3,. .. ,,г ѵ
какъ наи¬

меньшіе положительные вычеты чиселъ Іа, 2а, За,.... (р—1) а

по модулю р, могутъ имѣть только значенія

0, 1, 2, , р—1.

Притомъ ни одно изъ нихъ не можетъ быть нулемъ; ибо въ

противномъ случаѣ сравненіе (6) предполагало бы дѣлимость

1.2.3. .. . (р— 1) ар—1

на р, между тѣмъ какъ 1, 2, 3р— 1 иа числа простыя

съ р.

Итакъ числа гх, г2, г3,... .,
г

х могутъ имѣть только зна¬

ченія

1,2, 3р— 1.

Но между числами г,, г2, г3,...гр_х не можетъ быть

двухъ имѣющихъ одну и ту-же величину; ибо, предполагая

гт — = Ъ, мы по (5) имѣли бы

та ==Ь, {ш === Ъ (мод. р),

гдѣ т и [л два числа изъ ряда 1, 2, 3,. . . ., р— 1, и слѣд. для

сравненія ах==Ъ (мод. р) нашли бы два рѣшенія

х = т, х == [л (мод. р),
что не возможно.

Отсюда слѣдуетъ, что въ составъ ряда

лг «у /у’ nr

'2? '
ЪЧ

’ * * ’
) р—1

могутъ входить только числа

1, 2, 3,. . . ,, р—1

и каждое только по одному разу.
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Но такъ какъ въ рядахъ

лр пр пр пр
'15 '

29
'
3?

* ‘

J
^—1

1, 2, з; —, р— 1

одинаков число членовъ; то въ первый должны входить всѣ

вторые, слѣд. эти ряды составлены изъ однихъ и тѣхъ-же чи¬

селъ и при томъ взятыхъ по одному разу; а потому произведе¬

ніе членовъ перваго ряда равно произведенію членовъ втораго.

Убѣдясь въ этомъ, мы можемъ въ (6) замѣнить произведеніе

гхгага. . . . гр_1 произведеніемъ 1.2.3. ... (р— 1).
Такимъ образомъ находимъ

1.2.З.... (р — 1) ар~1 = 1.2.3. . . . (р—1) (мод. р).

Но члены этого сравненія могутъ быть сокращены на 2, 3,
. .. р— 1; ибо всѣ эти числа, будучи меньше р, будутъ от¬

носительно его простыя. Выполнивъ же эти сокращенія, найдемъ

ар~~1 == 1 (мод. р),

что и слѣдовало доказать.

Такъ для р= 7, а= 2 будетъ 27—*= 1 (мод. 7), въ спра¬

ведливости чего мы убѣждаемся, замѣтивъ, что 26 равно 64 и

64== 1 (мод. 7).
Эта теорема есть одна изъ замѣчательнѣйшихъ въ Теоріи

чиселъ и имѣетъ весьма важныя приложенія. Она открыта Фер-
матомъ; но предложена имъ была безъ доказательства. Первый,
успѣвшій ее доказать, былъ Ейлеръ; онъ же далъ слѣдующую
теорему болѣе общую.

17. Теорема.

Если п означаетъ сколько чиселъ простыхъ съ N и мень¬

шихъ N и а число простое съ N; то ап == 1 (мод. N).

Доказательство. Называя черезъ Nv Nz,...., Nn числа простыя

съ N и меньшія N, чрезъ гх, г2,...., гп наименьшіе положи-

з*
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тельные вычеты чиселъ aNv aN2,.. . .,aNn по модулю N, имѣемъ

aNx == rv aNz= r2, , aNn == rn (мод. N) (7),

что по перемноженій даетъ

Nj N2 Nn ап^ггг2г3 гп (мод. JSf) (8).

Но не трудно убѣдиться, что произведенія Nz. . .. Nn,
r\r%■ • • • rn Равны-

Такъ какъ rv r2,.. . rn суть наименьшіе положительные вы¬

четы чиселъ aiVj, aN2aNn по модулю N; то они могутъ

имѣть только значенія

О, 1, 2, ,
N— 1

и изъ этихъ значеній для r1? r2, rs,. . .

., гп возможны только

тѣ, которыя не имѣютъ общаго множителя съ N) ибо сравне¬

ніе (8), котораго первая часть состоитъ изъ произведенія про¬

стыхъ чиселъ съ N, предполагаетъ, что N и гг, га, га,.... гп
не имѣютъ общаго дѣлителя.

Отсюда слѣдуетъ, что для гѵ г2, га,... .гп возможны только

значенія

Лі> N2,....Nn.

При томъ между числами гг, r2, rs,. .. . гп не можетъ быть

двухъ равныхъ между собою; ибо при равенствѣ гт — г^
— Ъ

мы по (7) имѣли бы

ар.===Ь, сіт = Ъ (мод. N),

гдѣ т, р. два какія нибудь числа изъ ряда 1, 2р—Іи

слѣд. для сравненія ах==Ъ (мод. N) мы нашли бы два рѣше¬

нія, что не возможно.

Отсюда слѣдуетъ, что въ составъ ряда
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входятъ одни лишь числа

2Ѵ15 Ж3,....,Ж„

и каждое только по одному разу. Но какъ въ этихъ рядахъ

одинаков число членовъ; то въ первый должны войти всѣ числа

втораго и слѣд. эти ряды составлены изъ однихъ и тѣхъ же чи¬

селъ, при томъ взятыхъ по одному разу, а потому произведеніе

чиселъ перваго ряда равно произведенію чиселъ втораго.

Убѣдясь въ этомъ, мы можемъ въ (8) произведеніе rx г2....гп
замѣнить произведеніемъ Ж1 Жа.. . . Жп. Такимъ образомъ нахо¬

димъ

Жх Ж2. -. . Nn «”= Ж, Ж2. ...Nn (мод. Ж).

Но здѣсь члены сравненія могутъ быть сокращены на общихъ

множителей Жх, Ж2,. .. ., Nn; ибо числа эти суть простыя съЖ

Выполнивъ же эти сокращенія, найдемъ

ап= 1 (мод. Ж),

что и слѣдовало доказать.

Такъ если Ж= 20, а= 3; то по 12-й теоремѣ для вели¬

чины п, означающаго сколько простыхъ чиселъ съ 20 и мень¬

шихъ 20, находимъ 8 и по доказанной нами теоремѣ будетъ
38= 1 (мод. 20). Въ справедливости этого сравненія мы убѣж¬
даемся, находя, что 38 = 6561 и 6561 = 1 (мод. 20).

§ 15. На основаніи этихъ теоремъ не трудно найти рѣше¬
ніе сравненія ах — 6= 0 (мод. р), гдѣ а по прежнему предпо¬

лагаемъ простымъ съ р.

Начнемъ съ частнаго случая р простаго. Такъ какъ а по

положенію число простое съ р и р само по себѣ простое; то а не

дѣлится на р (§ 3) и по теоремѣ 16-й, которую вездѣ впослѣд¬

ствіи будемъ употреблять подъ именемъ теоремы Ферматовой,
будетъ имѣть мѣсто сравненіе ap~1 = 1 (мод. р), что по умно¬

женіи на Ъ можетъ быть такъ представлено

а . Ъаѵ~г— 6 = 0 (мод. р).
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Сличая же это сравненіе съ даннымъ для рѣшенія ах—6=О

(мод. р), мы замѣчаемъ, что послѣднему удовлетворяетъ x=bap~z;
а потому рѣшеніе его представится Формулою

£==6ар—2 (мод. р).

Такъ опредѣляются рѣшенія сравненія

ах— 6 == 0 (мод. р)

при р простомъ и недѣлящемъ а.

Напримѣръ для рѣшенія сравненія Зх— 8= 0 (мод. 5)
найдемъ

х == 8.35—2 (мод. 5),
или

ж==216 (мод. 5).

Это рѣшеніе сравненія Зх— 8= 0 (мод. 5) мы можемъ

представить проще, замѣняя 216 его наименьшимъ положитель¬

нымъ вычетомъ по модулю 5. Такъ находимъ

х= 1 (мод. 5)

для рѣшенія сравненія Зх — 8 = 0 (мод. 5).
Переходимъ теперь къ рѣшеніямъ сравненій, которыхъ мо¬

дуль число составное. Пусть дано будетъ сравненіе ах— Ъ= О

(мод. Ж), гдѣ Ж какое нибудь число, число же а, какъ пред¬

полагали, простое съ N. По теоремѣ Ейлера (теорема 17) мы

будемъ имѣть
ап = 1 (мод. N),

означая черезъ п сколько чиселъ меньшихъ N и простыхъ съЖ

Это сравненіе по умноженіи на Ъ можетъ быть такъ пред¬

ставлено

а.Ъ ап~1— 6= 0 (мод. N).

Сличая это сравненіе съ даннымъ для рѣшенія ах—6=0 (мод. Ж),
находимъ, что ему удовлетворяетъ

х= Ъап~1 (мод. Ж).
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Что касается до значенія п, опредѣляющаго сколько чиселъ

простыхъ съ N и меньшихъ N, то по 12-й теоремѣ мы его

легко найдемъ. На основаніи этой теоремы мы находимъ, что

п равно

г і а fS

если N разложеніемъ на простые множители приводится къ

ат .... Такимъ образомъ мы убѣждаемся, что вообще

рѣшеніе сравненія

ах— Ъ = 0 (мод. aw (3” ур. . . .),

гдѣ а, (3, у,.. . . различныя простыя числа, опредѣляется слѣ¬

дующею Формулою

х= Ъа
a РѴ----

a—1 1 у
•

— 1
(мод. а“рѴ-)-

Такъ для рѣшенія сравненія 2х — 7 == О (мод. 15), гдѣ
15 = 3.5, находимъ

или

ж==7.2
3.5-

3 — 1

з (мод. 15),

х =н 896 (мод. 15).

Замѣняя же здѣсь 896 его наименьшимъ положительнымъ вы¬

четомъ по модулю 15, мы это сравненіе представимъ такъ

х === 11 (мод. 15).

Этимъ мы оканчиваемъ изслѣдованія сравненій первой сте¬

пени, въ которыхъ модуль и коеФФИдіентъ неизвѣстнаго суть
числа относительно другъ друга простыя, и переходимъ къ тому

случаю, когда эти числа имѣютъ общаго множителя.

§ 16. По свойству сравненій, показанному нами въ § 10,
сравненіе ах==Ь (мод. р) не возможно, если а и р имѣютъ об¬

щаго множителя, который не дѣлитъ Ъ. Откуда слѣдуетъ такая

теорема:
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18. Теорема.

Сравненіе ах— Ъ= 0 (мод. р) не имѣетъ рѣшенія, если

общій множитель а и р не дѣлитъ Ъ.

Такъ убѣждаемся, что сравненія 20х — 7 = 0 (мод. 15),
6х — 5 = 0 (мод. 9) не имѣютъ рѣшенія.

Обращаемся теперь къ сравненіямъ вида ах—Ь=0 (мод. р),
когда общіе множители а и р дѣлятъ Ъ. Для этихъ сравненій
докажется слѣдующая теорема:

19. Теорема.

Если аир имѣютъ общимъ наибольшимъ дѣлителемъ dud,

дѣлитъ Ъ, то сравненіе ах—Ь=0 (мод. р) имѣетъ d рѣшеній,

которыя могутъ бытъ такъ представлены: ж= а, ж= а чн ^ ,

ж = •) ж = а -+-
^

(мод. р), гдѣ есть а число «< ^
и не •< 0, удовлетворяющее сравненію х— -§•— 0 [мод. .

Доказательство. Если d есть общій наибольшій дѣлитель

чиселъ а и р и на него дѣлится Ь; то сравненіе

ах— Ъ= 0 (мод. р),

по сокращеніи его членовъ и модуля на d, будетъ

Тх~ І^°{модЛ)’
гдѣ -j числа цѣлыя; притомъ, какъ нетрудно убѣдиться,

числа -j,
™ будутъ простыя относительно другъ друга; ибо въ

противномъ случаѣ d не было бы общимъ наибольшимъ дѣли¬

телемъ а и р. Но при ~простыхъ между собою, какъ ви¬

дѣли, сравненіе
а

~d
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имѣетъ всегда рѣшеніе, которое по пріемамъ, показаннымъ нами,

легко найдется. Пусть же будетъ а число, заключающееся въ

рядѣ 0, 1, 2, , £— Іи удовлетворяющее сравненію

а

1

всѣ числа, удовлетворяющія этому сравненію, найдутся изъ слѣ¬

дующаго

ж= а

Эти же числа будутъ удовлетворять и сравненію

ах— Ъ= О (мод. р),
которое отъ

отличается только множителемъ d, общимъ модулю и членамъ

сравненія.
Итакъ всѣ числа, удовлетворяющія сравненію

опредѣляются такъ

ах — Ъ == О (мод. р),

х= а {мод.

Па основаніи этого не трудно показать сколько въ рядѣ

О, 1, 2, ,р—1

чиселъ, удовлетворяющихъ сравненію ах—Ь== 0 (мод. р), чѣмъ

и опредѣлится число рѣшеній этого сравненія. Для этого мы

находимъ общую Формулу чиселъ, удовлетворяющихъ сравненію

По сказанному нами въ § 11 находимъ, что Формула, опре¬

дѣляющая эти числа, есть

х — ос —N^ .
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Но эта Формула, гдѣ, какъ видѣли, а не <0 и < даетъ

для ж значенія не выходящія изъ предѣловъ 0 и р
— 1 только

при N —0, —1, —2,. . .. —(d— 2), —(d— 1), поэтомувъ

рядѣ 0, 1, 2,.... р— 1 числа, удовлетворяющія сравненію

ж= а (мод. и слѣд. сравненію ах— Ъ=={мод. р), суть

2р
а ’

а
зр
~d ’•

а
. (Й—1)р
1

3

А такъ какъ ихъ числомъ d\ то по 14-й теоремѣ сравненіе
ах — Ъ== 0 {мод. р) имѣетъ d рѣшеній, которыя суть

х=а, ж=а-н^, х= —

,.
. . . ж= а

^ ~
(люд. J)),

откуда и слѣдуетъ предложенная теорема.

Такъ сравненіе 15ж — 9 = 0 {мод. 12), въ которомъ коѳф-

Фиціентъ ж и модуль имѣютъ общимъ наибольшимъ дѣлителемъ

3 и членъ не содержащій ж дѣлится на 3, имѣетъ три рѣше¬
ніе. Чтобы найти ихъ, мы сокращаемъ въ данномъ сравненіи и

члены и модуль на 3; такимъ образомъ получаемъ сравненіе

5ж— 3 = 0 {мод. 4).

На основаніи сказаннаго нами въ предыдущемъ параграфѣ
мы находимъ, что рѣшеніе его есть

22^—^— 1
ж=3.5 2 (люд. 4),

или

ж= 15 {мод. 4).

Замѣняя здѣсь 15 его наименьшимъ положительнымъ выче¬

томъ по модулю 4, находимъ

ж= 3 {мод. 4).

“Отсюда для рѣшенія предложеннаго сравненія получаемъ

ж == 3, ж = 7, ж=11 {мод. 12).
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ГЛАВА III.

О сравненіяхъ высшихъ степеней вообще.

§ И. Въ этой статьѣ мы ограничимся разсмотрѣніемъ срав-

ній съ простыми модулями. По этому общій видъ сравненій, ко¬

торыми будемъ заниматься, представится такъ

Ахт -+- Вхт~1 -і Схт~2 -+-. .. . -ь Нх -+- S= 0 (мод. р),

гдѣ р простое число А, В, G,. ... Н, S какія нибудь числа.

Прежде чѣмъ приступимъ къ изслѣдованію ихъ рѣшеній, за¬

мѣтимъ, что въ нихъ коеФФИціентъ высшей степени х можетъ

быть сдѣланъ единицею. Въ самомъ дѣлѣ, въ сравненіи

Ахт -+- Вхт~1 -+- Схт~2 и- н- Нх -+- £= 0 (мод. р)

можетъ быть откинутъ всякій членъ, котораго коеФФИціентъ дѣ¬

лится на р. Такъ если С дѣлится на р\ то по нашему знакополо¬

женію будетъ
0=0 (мод. р),

. 4И О

что по умноженіи на х даетъ

Схт 2
= о (мод. р).

Вычитая же это сравненіе изъ

Ахт -+- Вхт~1 -і- Схт~2-+-. . .. Нх-+- S= 0 (мод. р),

мы освободимъ послѣднее отъ члена Схт~г. Тоже можетъ быть

сдѣлано со всякимъ другимъ членомъ, если коеФФИціентъ его

дѣлится на р. Предположимъ теперь, что сравненіе

Ахт н- Вхт~1 -+- Схт~г-і-... .-л- Нх +S= 0 (мод. р)

освобождено отъ членовъ, которыхъ коеФФиціенты дѣлятся на

р, и Ахт есть членъ съ высшею степенью х. Въ этомъ случаѣ А,
не будучи кратнымъ р} будетъ простое относительно его; а по-
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тому найдется число а, для котораго будетъ

Аа— 1 = 0 (мод. р).

Умножая это сравненіе послѣдовательно на

Вхт~\ Схт-\ Нх, 8,
найдемъ

АВахт~1 — Вхт—1= 0 (мод. р).

АСахт~~г —■ Схт —2= 0,

АНах — йіг= 0,

АЗа— /5=0.

Эти сравненія по сложеніи съ разсматриваемымъ нами

Ахт -+- Вхт~1 -+-Схт~2-+- ч-Нхч- /5= 0 (мод. р)

даютъ

Axm-t-ABaxm~l -+-АСахт~2-+-.... АНах-ь^4/5а=0 (мод. р).

Но такъ какъ А число простое съ р; то это сравненіе мо¬

жетъ быть сокращено на А; въ слѣдствіе чего оно приведется

къ слѣдующему

хт -+- Вахт~1 -+- Сахт~2 -+-.... н- Нах -ь- 8а= 0 (мод. р),

гдѣ коеФФиціентъ высшей степени х есть 1, что и слѣдовало

сдѣлать.
Такъ для преобразованія сравненія 2аз3-»-Зл:-+-7=0 (мод. 11)

въ другое, въ которомъ бы коеФФиціентъ высшей степени х

былъ равенъ единицѣ, мы должны найти число а, для котораго

2а—1 = 0 (мод. 11). Такое число есть 6. Послѣ того мы къ

данному сравненію должны приложить слѣдующія:

2.3.6 х— 3ж= 0 (люд. 11),

2.7.6 — 7 = 0.
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Сложивши эти сравненія съ

2ж3 Зж -+- 7 == О (мод. 11)

и сдѣлавъ приведеніе, находимъ

2ж8-ч-2.3.6ж-і-2.6.7 = 0 (люд. 10);

откуда по сокращеніи на 2 получаемъ сравненіе

Xs-*- 18жн- 42 = 0 (мод. 11),

гдѣ коеФФИціентъ высшей степени х есть 1.

§ 18. Относительно сравненій высшихъ степеней докажется

слѣдующая теорема:

хт-+-Вхт
1
-г- Охт 2Нх-+-£= 0 (мод. р)

не можетъ имѣть болѣе т рѣшеній.

Доказательство. Для доказательства этой теоремы мы за¬

мѣчаемъ, что по § 13-му она справедлива для т= 1 т. е. для

сравненій первой степени. Чтобы доказать справедливость ея

для всякой другой степени, докажемъ, что она должна быть

справедлива для сравненій степени т, если справедлива она для

сравненій степени т— 1.

Чтобы убѣдиться въ этомъ мы допустимъ противное; до¬

пустимъ, что сравненіе

имѣетъ болѣе т рѣшеній, между тѣмъ какъ сравненіе такого

же вида степени т— 1 болѣе т—1 рѣшеній имѣть не можетъ,
и докажемъ несообразность этого.

Мы видѣли, что число рѣшеній всякаго сравненія съ моду-

20. Теорема.

При р простомъ сравненіе

-+-.... -г- Нх +S=0 (мод. р)
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лемъ р опредѣляется числомъ чиселъ въ рядѣ

О, 1j 2,.. . .,р 1,

удовлетворяющихъ сравненію. Поэтому сравненіе

хп н- Вхт~1 Схт~2 н- + йс+ S== О (мод. р)

можетъ имѣть болѣе т рѣшеній только въ томъ случаѣ, когда

ему удовлетворяетъ т -+-1 чиселъ изъ ряда

О, 1, 2,.. . . р— 1.

Пусть эти числа будутъ

, &2 > • ■ • • •

Возьмемъ одно изъ нихъ, напримѣръ а, и разностію х — а

будемъ дѣлить

хт н- Вхт~1 -+- Схт~г -ъ- -+- Де Я;

частное, очевидно, будетъ вида

хт~х -+-Вххт~гч-Сгхт-3-^. .. . + Hxx-*-Sx,

въ остаткѣ будетъ нѣкоторое число В. Приравнивая дѣлимое

произведенію дѣлителя на частное, сложенному съ остаткомъ,

найдемъ

хт Вхт~х Схт~гч- -+- Нх -+-8—

(х — а) (х™-1-*- Вх xm~2-t- Сх хт~3-*-.. . . -+- Нх х -+- 8Х) -+- В.

Въ слѣдствіе чего сравненіе

хт -+- Вхт~1 -+- Cxm~z н-. Нх н- 8— 0 (мод. р)

представится такъ

(х-а)(хт~1+Вххт~г+Сххт~г+... .+Hxx-*-Sx)+B=0 (мод. р).

Дѣлая здѣсь х = а, гдѣ а, по положенію, есть одно изъ
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чиселъ, удовлетворяющихъ разсматриваемому нами сравненію,
найдемъ

В= 0 (мод. 2?);

вычитая же это сравненіе изъ предыдущаго, получаемъ

(х—а) (xm~1-*-B1xm~z-*-G1 хт~3-+-....-+- H^x-i-S^ == 0 (мод.р) (9).

Вотъ къ какому виду приводится разсматриваемое нами

сравненіе.
Посмотримъ теперь могутъ ли ему удовлетворять всѣ т-+-1

чиселъ

flS> CTj, О/2, . . . . йт ,

если сравненіе

хт-і жт-2 (7 3_,_ + ^*+^= 0 (М0д. р),

степени т—1, не имѣетъ болѣе т—1 рѣшеній. Если это срав¬

неніе не имѣетъ болѣе т— 1 рѣшеній; то всѣ т чиселъ

«і, а2,. т5

взятыя нами изъ ряда 0, 1, 2, ... . р—1, не могутъ ему удов¬

летворять. Пусть будетъ ах то число, которое ему не удовле¬

творяетъ; въ этомъ случаѣ

т—1

Вх ах
т-

Сх ах
т—з

S\

не будучи сравнимо съ нулемъ по модулю р, представитъ чи¬

сло недѣлящееся на р и слѣд. простое съ р; ибо р число само

по себѣ простое. To-же имѣетъ мѣсто относительно разности

ах —а; ибо числа ах и а, будучи не болѣе р— 1 и не менѣе О,
въ разности не могутъ дать число, дѣлящееся на р.

Итакъ числа

а!
— а, ахт~1 -+- Вх -ъ- Сх ахт~г н- . . . . -і-Hlal-+-Sl

простыя относительно р\ слѣд. простое число относительно р
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и произведеніе ихъ

(а, — а) «,_1 -г- В, а™~2 ч- С\ а™-3 ч- ч- Их а, ч- 8,);

откуда въ противность допущеннаго нами слѣдуетъ, что х = ах
не удовлетворяетъ сравненію (9). Слѣд. сдѣланное нами допуще¬

ніе невозможно, что и слѣдовало доказать.

На основаніи этой теоремы можно доказать слѣдующую бо¬

лѣе общую:

21. Теорема.

Если въ сравненіи

Ах™ ч- Вхт~1 ч- Схт~2 нн.... ч- Их -+- 8= 0 (мод, р)

не всѣ коеффищенты дѣлятся на р\ то оно болѣе т рѣшеній
имѣть не можетъ.

Доказательство. Мы видѣли § 17, что въ сравненіи

Ахт —нВхт~1 ч- Схт~гч-. . . . ч-Их-+-8=0 (мод. р)

могутъ быть опущены всѣ члены, которыхъ коеФФиціенты дѣ¬

лятся на р. Такимъ опущеніемъ членовъ сравненіе

Ахт-нВхт~1 ч-Схт~2+ ч- Их ч-8= 0 (мод. р)

приведется къ тожжеству

0 = 0 (мод. р),

если всѣ коеФФиціенты А, В, С,.... И, S суть кратные р.

Въ противномъ случаѣ сравненіе

Ахт ч- Вхт~1 ч- Схт~2 ч- . . . . ч- Их ч- 8= 0 (мод. р)

приведется къ другому, котораго коеФФиціенты не будутъ дѣ¬
литься на р. Дѣлая въ этомъ сравненіи по § 17 коеффиціентъ

высшей степени равнымъ единицѣ, мы по предыдущей теоремѣ

заключимъ, что оно не имѣетъ болѣе рѣшеній, чѣмъ находится
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единицъ въ показателѣ его степени; и слѣд. не имѣетъ болѣе т

рѣшеній; ибо, очевидно, сравненіе, получаемое изъ

Ахт Вх™-1 -+- Схт~г -+-... . -ь Нх н- S= 0 (мод. р)

опущеніемъ какихъ бы то ни было членовъ, не можетъ быть

степени болѣе т\ откуда и слѣдуетъ предложенная нами тео¬

рема.

§ 19. На основаніи этой теоремы могутъ быть доказаны

многія любопытныя свойства чиселъ.

Такъ можно доказать слѣдующую теорему:

22. Теорема.

Еоеффиціенты всѣхъ степеней х въ разложеніи выраженія

(х— 1) (х— 2) (х — 3). . . .(х —р-+-1)—жр—1 н 1

дѣлятся на р, если р число простое.

Доказательство. Выраженіе

(х — 1) (ж— 2) (х — 3) . . . . (х—р -+- 1)

обращается въ нуль при ж=1, 2, 3,...., р—1. Слѣд. всѣ эти

величины х удовлетворяютъ сравненію

(ж— 1) (ж — 2) (ж — 3) . . . . (ж — р -+-1) = 0 (мод. р).

По теоремѣ же Фермата эти числа удовлетворяютъ сравненію
жр—1— 1 = 0 (мод. р).

Вычитая это сравненіе изъ предыдущаго, мы находимъ та¬

кое сравненіе

(ж—1) (ж—2) (ж—3) .... (ж—р-ѵ-1)—жр 1н—1^=0 (мод. р\

которому также будутъ удовлетворять числа 1, 2, 3, , р—1;
ибо оно получено изъ сравненій, которымъ числа 1,2, 3,...., р—1

удовлетворяютъ. Если же сравненію

(ж — 1) (ж—2) (ж —3) (ж—Р-+-1) — жр-1н-1=0 (мод. р);

удовлетворяютъ числа 1, 2, 3,. . . ., р —1; то оно имѣетъ р —1

рѣшеній

ж=1, ж==2, ж= 3, . . . . , ж ==вр—1 (мод. р).
4
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А это по предыдущей теоремѣ не иначе можетъ имѣть мѣ¬

сто, какъ при дѣлимости па р всѣхъ коеффиціентовъ въ срав¬

неніи

(,ж—1) (ж—2) (:х—3).... (ж —jp-ч-І) — хр~~1-+-1==0 (мод. р)\
ибо это сравненіе, какъ не трудно замѣтить, степени р— 2;

откуда и слѣдуетъ предложенная нами теорема.

Посмотримъ теперь къ какимъ сравненіямъ приводитъ насъ

эта теорема. Для этого мы замѣчаемъ, что выраженіе

(ж— 1) (ж— 2) (ж — 3) . . . . (ж—р -+-1) — xp~l-t- 1

по выполненіи умноженій и приведеніи членовъ будетъ

—(1-+2-+-3 ч-р—1)жр—*-н(1.2-н1.3-і-2.3-і-....)жр—3—

(1.2.3-4-2.3.4-+-....)жр—4-і-....-і-(—1)р—11.2.3 (р— 1)н-1;
слѣдов. по доказанной нами теоремѣ числа

1 + 2 + .... н-р— 1,

1.2-і-1.3-4-2.3-н

1.2.3-4-2.3.4-4- . . . .

,

(—If-11.2.3.... (р— 1) -і- 1

будутъ кратныя р, что по нашему зиакоположенію представится

такими сравненіями
1-4-2-+-3-4- . . . . ч~р—1=0, (мод. р)

1.2-і-1.3-і-2.3-і- .... =0,
1.2.3-1-2.3.4-1- .... = О,

(—1)р_11.2.3 ,...{р-1)+1 = 0.

Вотъ сравненія, которыя будутъ имѣть мѣсто для всякаго

простого числа р. Такъ для р = 5 будетъ

l+-2-4-3-f-4 = 0 (мод. 5),
1.2-н1.3-і-1.4-»-2.3-і-2.4-і-3.4 = О,

1.2.3н-2.3.4-»-1.2.4-4-1.3.4= 0,

1.2.3.4+lsO.
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Особенно замѣчательно здѣсь сравненіе

(—If-1 1.2.3 (р—1)-*-1=0 (мод.р),

которое приводитъ насъ къ слѣдующей теоремѣ, извѣстной

подъ названіемъ теоремы Вильсона.

23. Теорема.

Еслир число простое; то 1.2.3 (р—1)-н1==0 (мод.р).

Доказательство. . Число р можетъ быть или 2 или болѣе

2; въ послѣднемъ случаѣ оно, какъ простое, будетъ всегда не

четное. Но сравненіе

(—1)р—1 1.2.3. . . . (р—1)~н1==0 (мод.р),

справедливое для всякаго простого числа р, при р не четномъ

даетъ

1.2.3 .... (р —l)-t-l==0 (мод.р).

Это же сравненіе имѣетъ мѣсто и при р= 2; ибо для этой

величины р оно приводится къ слѣдующему:
1-+-1==0 (мод. 2),

что справедливо. Такъ убѣждаемся въ предложенной нами тео¬

ремѣ.
Не трудно доказать, что вообще если да чиселъ аѵ а2, а3,....ат,

которыя меньше р и не менѣе 0, удовлетворяютъ сравненію

Ахт Bxm~l -t- Схт~2-ч- +Іж+Ш= 0 (мод. р);
то

— А (аг а2 -+- as -+-.... -+- ат) =В (мод. р),
А (а, а2 -+- аг а3 -+- а2 а3 -н. . . .) = С,

( \)т
1
А (аг а2. . . . ат_г •+• а2 аг. . . . ат-+-. . . .) = L,

(— 1 )т Аа1а2а3 ат == Ш.

Въ самомъ дѣлѣ, числа а,, а2, а3,. . . ., ат обращаютъ въ

нуль выраженіе

А(х— Oj) (х— а2) (х — а3) (х— aj.
4*
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Слѣд. эти числа удовлетворяютъ сравненію
А (х— ах) (х — а2). ... (х — ат) == О (мод. р).

Но тѣ же числа по положенію удовлетворяютъ сравненію

Ахт и- Вхт~1 -+- Схт~2-+-. . . . ч- Lx -+-М== 0 (мод. р),
а потому удовлетворяютъ они и сравненію

А (ж —а,) (х — а2) (х — а3).... (х— ат) |
—Axm—Bxm~l—Gxm~2-. . . .

— Lx—м\
О (мод. р),

получаемому въ разности предыдущихъ сравненій. Но если этому

сравненію удовлетворяютъ т чиселъ ах, а2, а3,. . . . ат, взя¬

тыхъ нами изъ ряда 0, 1, 2, 3,...., р>
— 1; то оно имѣетъ т

рѣшеній; степень же его меньше т; ибо въ выраженіи

А (х— ах) (х — а2) (х — as). . . . (x — aj
— А.хт— Вхт~1

— Схт“2— —Lx—Ж

членъ съ хт сокращается. Вслѣдствіе этого по 21-й теоремѣ
мы заключаемъ, что въ сравненіи

А (х — ах) (х — а2) (х — а3) .... (х — ат) |
— Ахт— Вхт~1 — Схт~2—. . . .— Lx — м\

== 0 (мод. р)

коеФФиціенты всѣхъ степеней х дѣлятся на р. Но въ этомъ
* * W2 - - I wm О A

сравненіи коеФФиціенты х , х , .... х, ж0 суть

— А (ах + а2 н-йз-і-. .. . ат)—В,
А (ах а2 -+- ах as а2 а3 -+-. . . .) — С,

(_ I)*»-1 А (аха2 . . . . ат_х-+-а2а3. . . . ат+. . . .) — L

(— 1)тАаха2а3. . . . ат
— Ш.

Слѣд. по принятому нами знакоположенію будетъ

— А (ох ч- $2 ч— Oj3 ч .... ч— о^) —В == 0 \.мод. р),

А (ах а2 ч- ах а3 -+- а2 а3 -+- . . . .) — С== О,

— 1)т~1А(аха2. . . . ат_х -+-а2а3. . . . ат ч-....) — L= О,

(—1)тАаха2а3. ... ат
— Ж=== 0;
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откуда и выходятъ сравненія
—А (ах +- а2 +- а3 -+ . . . • H-em) =В (мод. р),

А (d^ d2 Hh- d^ —I— d2 dg + . . . . ) ===== G
7

(— l)w_1 К a2 «3 am4~ ) = L,

(—l)m Aaxa2a3 am= M,

которыя мы имѣли въ виду доказать.

Такъ изъ сравненія
х8ч-2х2ч-х— 4 = 0 (мод. 11),

которому удовлетворяютъ числа 1, 3, 5, мы найдемъ

— (1 н- 3 н- 5) = 2 (мод. 11),
1.3 + 1.5ч-3.5 = 1,
— 1.3.5 = —4.

§ 20. Мы доказали, что сравненіе

хт -+ Вхт~1 -+ Схт~2 +- ч-Lx-i- Ж= 0 (мод. р)
не можетъ имѣть болѣе т рѣшеній. Теперь посмотримъ, при

какихъ условіяхъ это сравненіе имѣетъ не менѣе т рѣшеній.
При этомъ мы будемъ всегда предполагать т не болѣе р

— 1.

Покажемъ аш предварительно, что сравненіе

хт -і- Вхт~1 н- Схт~2+ -+ Lx -к- Ж= 0 (мод. р)
можетъ быть всегда приведено къ этому виду.

24. Теорема.

Если р число простое, то сравненіе
хт -+- Вхт~1 -+ Схт~2 -+ +іжч- Ж= 0 (мод. р)

можетъ бытъ замѣнено сравненіемъ степени р
— 1

А, хр~1-+-В1 хр~2-+- С1 xp~3-t- -+ Lx х -+ М1 =5 0 (мод. р),
гдѣ полиномъ Аг хр~1-г- В1 хр~2ч- Сх хр~3-+-....-+- Lxx Мх
есть остатокъ отъ дѣленія

хт +- Вхт~1 -+ Схт~2 -+- -+ Lx -+ Ж

на хр — х.
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Доказательство. Дѣлимъ полиномъ

хт-*-Вхт~1-л-Схт~г-*-. . . .ч- іжч-1/

на хр—х; частное и остатокъ будутъ Функціи цѣлыя съ цѣлыми

коеФФИціентами; притомъ степень остатка будетъ меньше сте¬

пени дѣлителя хр— х; слѣд. не болѣе р — 1. Пусть же частное

этого дѣленія будетъ Фх и

А, хр~1 ч- В, хр~2 -л- <7Х хр~3 ч- ч- Lx х ч- Шг

остатокъ; приравнивая дѣлимое произведенію дѣлителя на част¬

ное, сложенному съ остаткомъ, найдемъ

хт ч- Вхт_1 ч- Схт~2+. Lx -+-М—

(10).
Фх(хр—х)-+-А1хр 1-*-В1хр 2-t-C1xp 3-+-....-*-Ljx-+-M1

На основаніи этого уравненія не трудно убѣдиться, что

сравненіе

хт ч- Вх"1-1 ч- Схт—2-+- ч-іжч-м= 0 (mod. р)

тождественно сравненію

Atxp—1 ч- В^хр—2 ч- Сх%р—3 ч—. . . .ч- Lx х ч- ~ 0 (мод. р).

Въ самомъ дѣлѣ, выраженіе хр —х при всѣхъ значеніяхъ

х будетъ сравнимо съ 0 по модулю р; ибо оно, очевидно, дѣ¬

лится на р при х кратномъ р, а при х недѣлящемся на р бу¬
детъ хр—1—1=0 (мод. р) и слѣд. хр — жг=0 (мод. р) по

теоремѣ Фермата. Изъ этого видно, что, при всѣхъ значеніяхъ

х, будетъ сравнимо съ нулемъ произведеніе Фх (хр — х).
Поэтому, не измѣняя сравненія
хт ч— Вх11-1-*- С.ѵт-2ч- ч— Lx ч— Ж= 0 (мод. р),

мы можемъ вычесть изъ первой части его Фх (хр — х), вслѣд¬
ствіе чего оно представится такъ

хтч-Вхт-1ч-Схт~2+....+Вх-*-М— Фх(хр— X) = 0 (мод. р),
а это по (10) приводится къ слѣдующему

Аг хр~х ч- Вг хр~2-+- Cj хр~3-+-. .. . -\- Lx х ч- Мг= 0 (мод. р),
что и требовалось доказать.
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На этомъ основаніи мы заключаемъ, что степень сравненія
съ модулемъ 2 можетъ быть понижена до 1, съ модулемъ 3 до

2, съ модулемъ 5 до 4, и т. д.

Такъ, имѣя сравненіе ж5-*- ж2— 1=0 (мод. 3), мы степень

его можемъ понизить до 2-хъ. Для этого ищемъ остатокъ отъ

дѣленія хъ -t-x2— 1 на ж3— х. Такъ какъ этотъ остатокъ есть

ж2-нж—1; то разсматриваемое нами сравненіе замѣнится та¬

кимъ

ж2 и- ж — 1 = 0 (мод. 3).

§ 21. Показавши какимъ образомъ степень сравненія съ

модулемъ р можетъ быть понижена до р—1, приступимъ теперь
къ опредѣленію условій, подъ которыми сравненіе

хт -+- Бхт~1 -+- Схт~- -+- Lx -ь Ж= 0 (мод. р)
имѣетъ т рѣшеній, гдѣ т не болѣе р— 1. Мы здѣсь предпо¬

лагаемъ коеФФИціентъ высшей степени х равнымъ единицѣ; ибо

видѣли, что это можетъ быть сдѣлано во всякомъ сравненіи.
Вотъ теоремы, по которымъ мы всегда узнаемъ, имѣетъ ли

данное сравненіе столько рѣшеній, сколько въ показателѣ его

степени находится единицъ, или нѣтъ.

25. Теорема.

Если сравненіе
хтВхт~1 -+- Схт~г-+- + +М= 0 (мод. р)

имѣетъ т рѣшеній, то въ остаткѣ отъ дѣленія хр — х на

хт -і Бхт~Л н- Схт~2 + -н іж+М всѣ коеффиціенты
дѣлятся на р.

Доказательство. Пусть будетъ Fx частное отъ дѣленія

хр — х на хт -г- Бхт~1 -+- Схт~2ч-....-+- Lx-t-M и Фх

остатокъ отъ этого дѣленія. Приравнивая дѣлимое произведе¬
нію дѣлителя на частное, сложенному съ остаткомъ, найдемъ

xp— x = Fx (хт-і- Вхт~у -4- Схт~г и- -+- Lx -ь М)ч-Фх;

откуда выходитъ

хр—х—Fx (х№-ь-Бхп~1-і- Схт~2-і- н-£ж-*-Ж)=Фж (11).
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Возьмемъ теперь сравненіе

xp—x—Fx (хтч- Bxm~l-t- Gxm~2-н....ч-Ехч-М) == 0 (мод. р)

и докажемъ, что въ сдѣланныхъ нами предположеніяхъ это срав¬

неніе имѣетъ не менѣе то рѣшеній. Это слѣдуетъ изъ того, что

при всѣхъ величинахъ х, выраженіе хр— х, какъ видѣли въ

§ 20, сравнимо съ 0 по модулю р; выраженіе же

Fx (хт -+- Вхт~1ч- (]хт~2ч- -t-Lx Ж)

становится сравнимымъ съ 0 по модулю р при всѣхъ числахъ,

удовлетворяющихъ сравненію

xm-t- Вхт~1-+- Схт~~2ч-Lx ч~Ж= 0 (мод. р);

это же сравненіе имѣетъ то рѣшеній, по положенію.

Итакъ сравненіе

%р — x— Fx (хт ч- Вхт~1ч- Схт~2ч- +іж+Ж)= 0

имѣетъ по крайней мѣрѣ т рѣшеній. Но оно по (11) приво¬

дится къ

Фх = 0 (мод. р),

котораго степень меньше то; ибо Фх означаетъ у насъ остатокъ

отъ дѣленія хр — х на

хтч~ Вхт~1ч- Схт~2-+- -+- Lx ч- М.

Убѣдясь такимъ образомъ съ одной стороны, что сравненіе
Фх= 0 (мод. р)

имѣетъ по крайней мѣрѣ то рѣшеній, а съ другой, что оно сте¬

пени ниже то, мы, по теоремѣ 21-ой заключаемъ, что въ Фх

всѣ коеФФиціенты суть числа кратныя р, въ чемъ и заключается

предложенная нами теорема.

Докажемъ теперь обратную этой теоремѣ.

2G. Теорема.

Если остатокъ отъ дѣленія хр—х на хтч-Вхт~1ч-Схт~2

-+-.. . . -н Lx -+- М имѣетъ всѣ коеффиціенты кратные р\ то
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сравненіе
хт -+- Вхт~1+ Схт~г -+- h-Lch- М= 0 (мод. р)

имѣетъ т рѣшеній.

Доказательство. Пусть будутъ Ъ'х и Фх частное и остатокъ

отъ дѣленія хр— х на

хт -+- Вхт~1-н Схт~2-+- -+- Lx -+- М;

остатокъ Фх, по положенію, будетъ имѣть всѣ коеФФиціенты

кратные р; поэтому для всякой величины х будетъ
Фх== 0 (мод. р) (12);

частное же Fx будетъ цѣлая Функція такого вида

ХР
т хР т 1

-+-. . . .

Приравнивая дѣлимое произведенію дѣлителя на частное,

сложенному съ остаткомъ, найдемъ

хр— х — Fx (хт Bxm~l-+- Схт~2-f- Ч-ІЖ-+- Ж) -+- Фх\

откуда

хр—х— Фх = Вх (хт -t- Bxm~l-t- Схт~2-+- -»-Lx -+- Ж).

Но такъ какъ, по (12) и по сказанному нами выше относи¬

тельно хр — х, выраженіе хр — х— Фх сравнимо съ нулемъ по

модулю для всѣхъ чиселъ 0, 1, 2,...., р — 1; то всѣ эти числа

будутъ удовлетворять сравненію
Fx (хт -+- Вхт~1 н- Схт~2-і- + 2д + Ж)= 0 (мод. р);

ибо первая часть его, по выведенному нами сейчасъ уравненію,
тождественна разности хр— х— Фх.

Итакъ всѣ числа 0, 1,2, , р
— 1 удовлетворяютъ срав¬

ненію

Fx (хт -+- Вхт~1 н- Схт~2 -+- -+- Lx -+- Ж) == О (мод. р).

Но этому сравненію никакое число не можетъ удовлетво¬

рять, не удовлетворяя ни одному изъ сравненій

Fx= О, жт-+- Вхт~1 Схт~г-+- -t-Lx-1- М== 0 (мод. р).

Въ самомъ дѣлѣ, если эти сравненія не удовлетворяются при
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х — а, то Fa и ат ч- Ват~1 ч- Сат~2 . . . -+- La ч~Ж

суть числа не дѣлящіяся на р, а потому и простыя съ р\ ибо

р число само простое. Но если Fa и

ат ч- Ват~1 -+- Сат~2 ч- 4-La4~M

суть числа простыя съ р\ то и произведеніе ихъ

Fa (ат ч- Ват~' ч- Сат~2 -+- La -+- Ж)

число простое съ р и слѣд. сравненіе

Fx (хт ч~ Вхт~1ч- Схт~2ч- +іж + Ж)= 0 (люд. _р)

при х —а не удовлетворяется.

Итакъ каждое изъ р чиселъ 0, 1, 2,...., р
— 1 будетъ удов¬

летворять по крайней мѣрѣ'одному изъ сравненій

Fx== 0, хтч-Bxm~L-+- Схт~2ч-.... ч-Lx н- Ж== 0 (мод. р),

а потому, если назовемъ черезъ п и п, сколько чиселъ въ ряду

О, 1, 2,...., р — 1 удовлетворяетъ сравненію Fx==0 (мод. р) и

хт Вхт~1 ч- Схт~* и- Lx ч-М= 0 (мод. р);

то сумма пч-п будетъ не менѣер. Притомъ, числа п, п, озна¬

чая, сколько чиселъ въ ряду 0, 1, 2,...., р
— 1 удовлетворяютъ

сравненіямъ
Fx= 0, хтч-Вхт~1ч- Схт~2ч- ч-Lx ч- М= О (мод. р),

будутъ равны числу рѣшеній этихъ сравненій; слѣд., по теоремѣ
20-й, число п не болѣе т, а п не болѣе р— т; ибо, видѣли,
Fx есть Функція такого вида хр~тч- В1хр~т~1ч-. . ..

Итакъ числа п, п, опредѣляющія число рѣшеній сравненій

Fx=s0, хтч-Вхт~1ч- Схт~2ч- ч-Lx-«-М= 0 (мод. р),

будутъ удовлетворять условіямъ

пч-п^р, п<1р— т, п <ш.

Первыя два условія, по исключеніи п, даютъ п > т, а

это, въ совокупности съ условіемъ п < т, обнаруживаетъ

равенство п=т. Откуда и слѣдуетъ предложенная теорема.

На основаніи послѣднихъ двухъ теоремъ мы узнаемъ всегда,

имѣетъ ли данное сравненіе столько рѣшеній, сколько въ пока-
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зателѣ его степени содержится единицъ. Для этого мы, сдѣлавъ

предварительно коеффиціентъ высшей степени ж въ данномъ

сравненіи равнымъ единицѣ по способу, показанному въ § 17,
и называя черезъ р модуль его, дѣлимъ хр — х на первую часть

сравненія. Если остатокъ, получаемый при этомъ дѣленіи, имѣетъ

всѣ коеФФИціенты кратные р, то по послѣдней теоремѣ мы за¬

ключимъ, что данное сравненіе имѣетъ столько рѣшеній, сколько

въ показателѣ его степени содержится единицъ. Въ противномъ

же случаѣ, по теоремѣ предпослѣдней мы заключимъ, что срав¬

неніе не имѣетъ столько рѣшеній.
Наир, чтобы узнать, имѣетъ ли сравненіе

ж3— ж2 — 2х= 0 (мод. 5)

три рѣшенія, или нѣтъ, мы дѣлимъ ж5— ж на ж3 — ж2 — 2ж.

Такъ какъ остатокъ этого дѣленія есть 5ж2-н 5ж, гдѣ оба коѳф-

Фиціента дѣлятся на 5, то мы заключаемъ, что разсматриваемое

нами сравненіе имѣетъ три рѣшенія.
Напротивъ, дѣля ж5—ж на х3ч~х2— 2 и находя въ остаткѣ

ж2—Зж -+- 2, гдѣ коеФФИціенты не дѣлятся на 5, заключаемъ,
что сравненіе

ж3 ч- ж2 — 2 = 0 (мод. 5)
имѣетъ менѣе трехъ рѣшеній.

ГЛАВА IV.

О сравненіяхъ второй степени.

§ S3. Общій видъ сравненій второй степени есть

йж2 н- Ъх ч- с = 0 (мод. р).

Это сравненіе приводится къ сравненіямъ первой степени въ

двухъ случаяхъ. Во первыхъ, когда р = 2. Въ этомъ случаѣ
по 24-й теоремѣ, степень сравненія

ах2 -+- Ъх -+- с= 0 (люд. р)
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можетъ быть понижена до 1. Во вторыхъ, сравненіе

ах2 -+- Ъх -+- с = 0 (мод. р)

приводится къ первой степени, когда а дѣлится на р\ ибо въ

этомъ случаѣ будемъ имѣть

а = 0 (мод. р),
что по умноженіи на х2 даетъ

ах2 == 0 (мод. р),
вычитая же это сравненіе изъ ах2 -+- Ьх -+- с == 0 (мод. р), най¬

демъ Ъх~і-с=0 (мод. р).
Итакъ въ случаѣ р

— 2 или а кратнаго р, сравненіе
ах2-+-Ъх-*-с=0 (мод. р) приводится къ сравненію первой степени,

которое рѣшить мы умѣемъ. Обращаемся теперь къ случаю р

не = 2 и а не дѣлящагося па р, и для упрощенія нашихъ

изысканій ограничимся сначала случаемъ р простого.

Мы теперь покажемъ, къ чему приводится въ этомъ случаѣ
рѣшеніе сравненія

ах2-*- Ъх -і- с == 0 (мод. р).

Такъ какъ р предполагаемъ числомъ простымъ, отличнымъ

отъ 2, и а не дѣлящимся па р, то 4а будетъ число простое съ

р; а потому, какъ не трудно убѣдиться, сравненіе ах2-м-Ъх-*-с=±0

(мод. р) будетъ тождественно такому 4а (ах2-*-Ьх~*-с)=0 (мод. р).
Въ самомъ дѣлѣ, первое сравненіе предполагаетъ второе; ибо,

не нарушая сравненія, мы можемъ члены его умножить на вся¬

кое число; обратно, второе предполагаетъ первое; ибо оно полу¬

чается изъ втораго сокращеніемъ общаго множителя 4а, — со¬

кращеніемъ позволительнымъ, потому что 4а число простое съ р.

Но сравненіе 4а (ах2-н Ъх-*-с)=== 0 (мод. р) можетъ быть такъ

написано

(2ах -+- Ъ)2 — Ъ2 -ь 4ас = 0 (мод. р).

Откуда выводимъ

g2==b2— 4ас (мод. р),
предполагая

г — 2ах-*-Ъ.
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Изъ этого мы видимъ, что рѣшеніе сравненія
ах2 Ъх + с= 0 (мод. р)

приводится къ рѣшенію сравненія
z2 = ¥— 4ас (мод. р)

и опредѣленію х по уравненію
2ax-t-b — г.

Но что касается до опредѣленія х по уравненію 2ах-л-Ъ—z,
когда рѣшеніемъ сравненія z2 = ¥— 4ас (мод. р) найдено г, то

оно сводится на рѣшеніе сравненія первой степени. Въ самомъ

дѣлѣ, рѣшеніе сравненія £2== Ь2— 4ас (мод. р), по замѣченному
нами вообще о рѣшеніи сравненій fx == 0 (мод. р), гдѣ fx цѣлая

функція х съ цѣлыми коеФФИціентами, представится однимъ или

нѣсколькими сравненіями вида

я ==5 а (мод. р).

Вслѣдствіе чего, для опредѣленія неизвѣстнаго х, связан¬

наго съ z уравненіемъ 2ах -+-b = z, будемъ имѣть

2ах -+- Ь = а (мод. р).

Эго сравненіе, какъ первой степени, мы рѣшать умѣемъ; за¬

мѣтимъ также, что оно, въ сдѣланныхъ нами предположеніяхъ,
будетъ всегда имѣть одно рѣшеніе; ибо здѣсь 2а и р будутъ
числа относительно другъ друга простыя.

Итакъ вся трудность рѣшенія сравненія
ах? -+- Ъх и- с = 0 (мод. р)

заключается въ рѣшеніи сравненія
z*==b2 — 4ас (мод. р)-,

этимъ сравненіемъ мы теперь и займемся. Мы его будетъ пи¬

сать такъ

z2 = з (мод. р),

полагая для сокращенія ¥— 4ас = q.

Разсматривая сравненіе
z2= q (мод. р),
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мы замѣчаемъ, что оно при q
== 0 (мод. р) будетъ удовлетво¬

ряться предположеніемъ z = 0 (мод. р). Не трудно также убѣ¬

диться, что въ этомъ случаѣ #==0 (мод. р) есть единственное

рѣшеніе сравненія z2 = q (мод. р). Въ самомъ дѣлѣ, если q

сравнимо съ нулемъ но модулю р, то сравненіе z2 = q (мод. р)
выражаетъ дѣлимость z2 на р. Но р, будучи числомъ простымъ,
не можетъ дѣлиться на квадратъ какого либо числа; слѣд. по

6-ой теоремѣ, дѣлимость г2 на р предполагаетъ дѣлимость z на р,

а это выражается сравненіемъ
z = 0 (мод. р).

Итакъ, если q сравнимо съ нулемъ по модулю р, то сравне¬

ніе z2==zq (мод. р) имѣетъ одно только рѣшеніе ^ = 0 (мод. р).
Переходимъ теперь къ случаю q несравнимаго съ нулемъ

по модулю р; въ этомъ случаѣ относительно рѣшеній сравне¬

нія z2 = q (мод. р) будетъ имѣть мѣсто слѣдующая теорема:

27. Теорема.

Если q не сравнимо съ нулемъ по модулю р\ то сравненіе
z2^q (мод. р) или не имѣетъ рѣгиенія или имѣетъ два рѣшенія.

Доказательство. Мы видѣли, что вообще сравненіе fx === О

(мод. р) имѣетъ столько рѣшеній, сколько чиселъ въ ряду О, 1,

2,.. .

., р—1 ему удовлетворяетъ. На основаніи этого не трудно

доказать, что сравненіе z2 = q (мод. р), при q не==0 (мод. р),
не можетъ имѣть одно только рѣшеніе. Въ самомъ дѣлѣ, пусть

будетъ а то число, которое въ ряду О, 1, 2,...., р— 1 удов¬

летворяетъ сравненію z2^q (мод. р). Число а не можетъ быть

нулемъ: ибо, дѣлая въ сравненія z2=q (мод. р) число z равнымъ

нулю, находимъ 0 = q (мод. р), что противно положенію. Итакъ

а будетъ однимъ изъ чиселъ 1, 2,. . . ., р —1.

Но не трудно убѣдиться, что если а удовлетворяетъ срав¬

ненію z2==zq (мод. р), то р—а будетъ также удовлетворять ему:

ибо (р—ау, какъ равное р2 — 2ар ч- а2, сравнимо съ а2, по мо¬

дулю р. Слѣдовательно,^—а будетъ опредѣлять второе рѣшеніе
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сравненія s2=q (мод. р), если число р
— а заключается въ ряду

О, 1, 2, , р—1

и отлично отъ а. Но первое слѣдуетъ изъ того, что а не болѣе

р и не менѣе 1: второе же необходимо должно имѣть мѣсто, по¬

тому что, въ противномъ случаѣ, было бы р
— а — а, и слѣд.

2а=р, что невозможно, ибо р число простое отличное отъ 2, a

потому четнымъ быть не можетъ.

Итакъ, если въ ряду найдется одно число, удовлетворяющее

сравненію з2е= q (мод. р), то найдется и другое, ему удовлетво¬

ряющее. Слѣд. это сравненіе не можетъ имѣть одно только рѣ¬
шеніе. Но это сравненіе, будучи второй степени, не можетъ

имѣть также болѣе двухъ рѣшеній; слѣдовательно, оно должно

имѣть или два рѣшенія или ни одного, что и слѣдовало доказать.

§ 23. Мы займемся теперь изслѣдованіемъ признаковъ, по

которымъ можно узнать, имѣетъ ли сравненіе z2= q (мод. р),
гдѣ предполагаемъ q не = 0 (мод. р), два рѣшенія или нѣтъ.

На основаніи теоремъ, доказанныхъ нами въ §21, не трудно

узнать, имѣетъ ли данное сравненіе з2== q (мод. р) два рѣшенія,
или нѣтъ. Для этого, мы должны найти остатокъ, получаемый

при дѣленіи зр— з на з2— q. Чтобы найти этотъ остатокъ, мы

дѣлимое зр — з представляемъ такъ

р-1 р-1 р-1

Z І_и2 -

о

-2 J -+- Z
2

1

L2- —1J

р—1 р—1

и замѣчаемъ, что (з2)
2
—

q
2

дѣлится на з2 — q. Слѣд. при

дѣленіи этого выраженія на з2 — q, остатокъ будетъ

з

р—1

Отсюда, по теоремѣ 26-й, мы заключаемъ, что сравненіе 32= q
р-1

(люд. р) пмЬетъ два рѣшенія, если q

2
—1 дѣлится на р, или,

что одно и тоже, по нашему знакоположенію, если имѣетъ мѣсто

сравненіе
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р-1

q
2
=1 (люд. j?),

p~i

Если же это сравненіе не удовлетворяется и слѣд. q
2
—1

не дѣлится на р, то, по теоремѣ 25-ой, заключимъ, что сравне¬

ніе z2==:q (мод. р) не имѣетъ двухъ рѣшеній, а потому оно не

можетъ имѣть и одного рѣшенія; ибо, по теоремѣ 27-й, это

сравненіе или имѣетъ два рѣшенія или не имѣетъ ни одного.

Итакъ, сравненіе z2==q (мод. р) имѣетъ два рѣшенія, или не

имѣетъ ни одного, смотря по тому, будетъ ли

р-1

q
2
= 1 (мод. р),

или это сравненіе не будетъ имѣть мѣста. Въ первомъ случаѣ,
мы будетъ говорить, что сравненіе z2 = q (мод. р) возможно; во

второмъ, что оно невозможно

Припомнимъ здѣсь, что все это выведено нами въ предполо¬

женіи, что р число простое, отличное отъ 2, а q какое нибудь
число положительное, или отрицательное, не дѣлящееся на р.

Такъ, чтобы узнать, имѣетъ ли сравненіе z2 == 3 (мод. 5)

рѣшенія или нѣтъ, мы возводимъ 3 въ степень
—g—,

или 2. На¬

ходя, что З2 не сравнимо съ 1 по модулю 5, мы заключаемъ,

что сравненіе z2 = 3 (мод. 5) не имѣетъ рѣшенія, другими сло¬

вами, это сравненіе невозможно.

Напротивъ, мы убѣждаемся, что сравненіе z2 == 2 (мод. 7)
7-1

имѣетъ рѣшенія, находя что 2 2
= 8 и 8 сравнимо съ 1 по

модулю 7.

§ 24. Если р и q не велики, то не трудно узнать, удовле-
р-1

творяется ли сравненіе q
2
=1 (мод. р), или нѣтъ. Но это ста¬

новится весьма труднымъ, когда р и q большія числа. Мы по-

V-1

кажемъ теперь, какимъ образомъ, не вычисляя значенія q
2

,

р-1

можно рѣшить, удовлетворяется ли сравненіе q
2
== 1 (мод. р)
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или нѣтъ и чрезъ то узнать, имѣетъ ли рѣшенія сравненіе
#2= q (мод. р), или нѣтъ. Съ этою цѣлію мы докажемъ теперь,
что если q не дѣлится на р и р число простое, отличное отъ 2,

р-1

какъ мы и предполагали, то число q
2

удовлетворяетъ всегда

одному изъ двухъ сравненій

р-1 р—1

q
3

=51, q
2
==—1 (мод. р).

Въ самомъ дѣлѣ, если ни одно изъ этихъ сравненій не удовле-
р—1 р—1

2 2

творяется, то ни число q
— 1, ни число q +1 не дѣ¬

лится на р; и слѣд. оба они простыя съ р; ибо р само по себѣ
р-1 р-1

простое число. Но если оба числа q
2
— 1, g

2
-ьі суть

(*=}
\ / p-i \

простыя съ р, то и произведеніе ихъ ^
2

—1/ \q
2

-*-1/,
или qp~1 — 1 число простое съ р; а это не справедливо; ибо

по теоремѣ Фермата, разность qp~l— 1 дѣлится на р.

Итакъ, одно изъ двухъ сравненій
р—1 р— 1

q
2
== 1, q

2
==— 1 (мод. р)

необходимо должно удовлетвориться. Съ другой стороны не

трудно убѣдиться, что оба эти сравненія въ одно время не мо¬

гутъ имѣть мѣста; ибо, допустивши ихъ, мы находимъ 1= — 1

(мод. р), откуда 2 = 0 (мод. р), что не возможно; ибо р, пред¬

полагаемое отличнымъ отъ 2, дѣлить 2 не можетъ.

Изъ сказаннаго нами слѣдуетъ, что возможность удовлетво¬

рить сравненію z*=.q (мод. р) опредѣляется знакомъ, съ кото¬

рымъ сравненіе
p-i

q

2
= ± 1 (мод. р)

удовлетворяется. Если оно удовлетворяется съ -t-, то сравненіе

z2==q (мод. р) имѣетъ рѣшенія, и въ этомъ случаѣ число q

называютъ квадратичнымъ вычетомъ числа р; въ противномъ
б
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p—i

случаѣ, если сравненіе q
2
= ± 1 (мод. р) удовлетворяется съ

знакомъ—, сравненіе z2=q (мод. р) не имѣетъ рѣшенія и число

q называютъ неквадраттнымъ вычетомъ числа р. Кромѣ того для

сокращенія письма вмѣсто того, чтобы писать р и q удовле-
р—1

творяютъ сравненію q
2
=1 (мод. р), [что, какъ видѣли, есть

признакъ возможности сравненія z2==q (мод. р)~\ согласились

писать

(fH*
р-1

въ противномъ же случаѣ, если q
"

==
— 1 (мод. р), пишутъ

Ш=-1-
По этому знакоположенію (yy^J будетъ означать 1 съ тѣмъ

,
съ которымъ она удовлетворяетъ срав-изъ двухъ знаковъ

р-1

ненію 2 Е==± 1 (мод. jp), и слѣд., значеніе этого символа

р-1

вполнѣ будетъ опредѣлено сравненіемъ q
2
= (мод. р) и

условіемъ, что численная величина (t) есть 1.

р—1
2

Такъ мы нашли, что сравненіе q =1 (мод. р) удовлетво¬

ряется при q~2,p=7. Слѣд., по нашему знакоположенію бу¬
детъ

(-І-Н-
5-1

а

Напротивъ мы видѣли, что 3
'

по модулю 5 сравнимо съ

— 1; слѣд.

Ш=-1-
Такимъ образомъ изъ — 1 мы заключаемъ о возмож¬

ности рѣшить сравненіе z2 == 2 (мод. 7), и число 2 называемъ

квадратичнымъ вычетомъ 7. Напротивъ изъ равенства 1

заключимъ, что сравненіе х2 == 3 (мод. 5) не имѣетъ рѣшенія
и слѣдовательно 3 будетъ неквадратичный вычетъ 5.
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§ 25. Показавши значеніе символа
yyj,

мы приступимъ

теперь къ раскрытію его свойствъ. Для этого мы докажемъ слѣ¬

дующія теоремы:

р-1

28. Теорема.

Величина символа (^y^j есть \, а символа (^yj есть (—1)
2

.

Доказательство. Мы видѣли, что символъ (уу} удовлетво¬

ри!

ряетъ сравненію q
2
= (y'j (мод. р).

Дѣлая здѣсь послѣдовательно q — І и q—
— 1, находимъ

р-1

1 =(т~) > (—2 —(т)(мод’ ^
ИЛИ

р-1

1 —(т)“0, (“ !)
2
— (-^)—0 (мод.р).

Такъ какъ численная величина значеній символовъ (~f)
p-i

естьі; то разности 1—(у)) (—1)
2

—(^), при неравенствѣ
p-i

съ 1, j съ (—1)
2

, приведутся или къ 2 или къ

— 2; но ни 2 ни—2 не сравнимо съ 0 по модулю р; ибо

р отлично отъ двухъ. Слѣд., нельзя допустить неравенства
р—1

съ 1, (уу} съ (—1)
2

; откуда и схЬдуетъ предложен¬

ная нами теорема.

На основаніи этой теоремы мы заключаемъ, что = 1,

(=?)-!.№)—1-
29. Теорема.

Если Q есть произведеніе чиселъ qlf q2,.... qn, то

5*
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Доказательство. Символы какъ

видѣли, удовлетворяютъ сравненіямъ
р—1 р—_1 р— 1 р—1

Перемножая всѣ эти сравненія, кромѣ перваго, между со¬

бою, находимъ

°

Hi-) {мод- *)>2і 0.2 я»

или, что одно и тоже,

[2і2і- • • • У
2

= (у) (-?)••• - (у-) (мод- Р)-

Но по положенію произведеніе 2і • • • • 3„ равно Q; вслѣд¬

ствіе чего предыдущее сравненіе представится такъ

р-1

Но мы видѣли, что Q
2
== (мод. р).

Это сравненіе, вмѣстѣ съ предыдущимъ даетъ

(іИт-Hf)-•••(?) <*«’•*>■
или

(*)-№■)(*)•-ft)-0 <«*•*>■

Но такъ какъ численная величина символовъ

(Я\ (1l) (ііЛ (in
\р)' \P r \p r \p

есть 1; то разность выраженій и
y—j

....

y—j,
въ случаѣ неравенства ихъ, приведется или къ н-2 или къ — 2.

Но ни въ томъ ни въ другомъ случаѣ предыдущее сравненіе не

можетъ имѣть мѣста; ибо р число отличное отъ 2. Итакъ, нельзя

допустить неравенства величинъ

откуда и слѣдуетъ предложенная нами теорема.
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На основаніи этой теоремы, опредѣленіе символа при

Q составномъ, сводится на опредѣленіе символовъ

(t). (*)•••■(*).
гдѣ qv q2,. ..., qn простыя числа, составляющія Q. Такъ, желая

опредѣлить (щі, найдемъ, что

На основаніи этой же теоремы, мы заключаемъ о такомъ

равенствѣ
д£\_ (_£_\п
р ) I р /

Чтобы вывести это изъ доказанной нами теоремы, стоитъ

принять числа qlt g2,...., qn за равныя q. Въ этомъ случаѣ
уравненіе

(iHf) (!)•••-(f)
намъ дастъ

(ІНіЬ
число же Q, равное произведеніюqtq2.. .. qn, приведется къqn.

Такъ найдемъ, что

(!Н¥МІ)’. (¥)=(?)=(!)•
Въ частномъ случаѣ п = 2, мы изъ уравненія

(Я-(*Г
ВЫВОДИМЪ

(Я=ДО-
Но будетъ ли (^ равно -+- 1, или —1, всегда квадратъ

его будетъ 1; слѣд.

(Я-1-
Это свойство символа можетъ служить къ значитель¬

нымъ упрощеніямъ при опредѣленіи ихъ величинъ. По доказан-
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ной нами теоремѣ мы имѣемъ

куда внеся значеніе изъ предыдущаго уравненія, нахо¬

димъ

На основаніи этого равенства мы заключаемъ, что при опре¬

дѣленіи величины символа (Qj мы можемъ исключать изъ Q

всякій множитель, составляющій точный квадратъ.

Такъ опредѣленіе сводится на опредѣленіе ; опре¬

дѣленіе на опредѣленіе (yj.
Прежде чѣмъ пойдемъ далѣе, замѣтимъ, что на основаніи до¬

казанныхъ нами теоремъ относительно символа значеніе

по опредѣляется уравненіемъ

(=!) = (-1)Ѵ(|).
Въ самомъ дѣлѣ, на основаніи послѣдней теоремы, разсма¬

тривая (—g), какъ произведеніе (—1) и g, находимъ

(тМт)Ш;
куда внеся значеніе (-у) по 28-й теоремѣ, имѣемъ

что и слѣдовало доказать. Такъ находимъ

5-1 7-1

30. Теорема.

Если q и gj сравнимы по модулю р, то ^j.
Доказательство. По положенію числа g и gx сравнимы по
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модулю р. Но изъ сравненія

й= д.г (мод. р),
по возведеніи обѣихъ частей его въ степень , имѣемъ

Р-1 P—1

q
2|
= qt

2

(мод. p).

Символы же (2^1, {—'j удовлетворяютъ сравненіямъ

2 2=(f), ?,
2

=(j) (мод. p).

Вслѣдствіе чего предыдущее сравненіе даетъ

(?Н(р) (тд- Р)’
ИЛИ

(p)“(p)s0
Но такъ какъ численная величина и есть 1; то

первая часть этого сравненія, въ случаѣ неравенства значеній

(іО И (jp)5 ^УДетъ -+- 2, или —2, что невозможно, ибо р от¬

лично отъ 2. Слѣд. оба эти символа должны имѣть одну вели¬

чину, что и слѣдовало доказать.

,р /23\ /23—7\ /23-2.7\Такъ находимъ, что ІуІ —(—у-1 = (—^—J.
На основаніи этой теоремы мы заключаемъ, что символъ

равенъ если г есть остатокъ отъ дѣленія q на р\ ибо,

какъ замѣтили въ § 8, остатокъ сравнимъ съ дѣлимымъ, когда

за модуль принятъ дѣлитель. Такимъ образомъ, замѣняя въ сим¬

волѣ число q остаткомъ отъ дѣленія q на р, мы вмѣсто

(-У-) будемъ имѣть
, гдѣ г <р.

§ 26. Вотъ теоремы, которыя послужатъ намъ для того,

чтобы опредѣленіе какого либо символа (—) привести къ опре-

дѣленію символовъ вида у~), гдѣ q число положительное, про¬

стое и меньше р. Что же касается до опредѣленія символа ,
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когда q число положительное, простое и меньше р, то оно бу¬
детъ основываться на слѣдующихъ теоремахъ:

31. Теорема.

Если мы согласимся изображать наибольшее цѣлое число,

заключающееся въ данномъ количествѣ, знакомъ Е, постав¬

леннымъ передъ нимъ, то значеніе опредѣлится уравненіемъ

(f)=(— 1) * р р

Доказательство. Нетрудно убѣдиться, что при р нечетномъ

и а положительномъ, можно найти положительное число z, ко¬

торое, будучи меньше
у, удовлетворитъ условію

HJ—

г==(—1) р а (мод. р) (13).
2а

Въ самомъ дѣлѣ, если Е— число четное, то это сравненіе
Р

принимаетъ такой видъ
z = a (мод. р).

2а
Но въ этомъ случаѣ ^ Е— будетъ число цѣлое; а потому

Р

а— \рЕ — будетъ число цѣлое, удовлетворяющее сравненію

z==a (мод. р).

Это же число, которое можетъ быть представлено такъ

р /2а 77,2а\

2 U Ер)*
будетъ количествомъ положительнымъ и меньшимъ у; ибо по

значенію 22^, разность у—
Е~ должна быть не менѣе 0 и

меньше 1.

Обращаемся теперь къ тому случаю, когда Е^ число не

четное. Если Е число нечетное, то сравненіе (13) принимаетъ

такой видъ
z=— а (мод. р).
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■Е
2а

¥Но въ этомъ случаѣ —^

дыдущему сравненію удовлетворимъ, полагая

z = ±p(\

есть число цѣлое; а потому пре-

■Е-\—
Р 1

а это число, которое иначе представится такъ

р Гл /2а

[*■
очевидно, положительное и не больше ~; ибо, какъ замѣчали

выше, разность ^—Е~ не выходитъ изъ предѣловъ 0 и 1.

Убѣдившись такимъ образомъ въ возможности всегда удов¬

летворить условіямъ

* = (—1)
Е^
р

а (мод. р), z не < 0 и < -f-,
назовемъ черезъ zv zv.... zp_x числа, удовлетворяющія имъ

~т

въ предположеніяхъ a— q, а= 2q,. .. ., а q. Эти числа

будутъ удовлетворять сравненіямъ

Е*
Р г. „ —

ЕАл Е

*і=(-1) *q,z=(-1) *2q,..)zp_i=(-l)
(р-i)g
Р р—1

q(M0d.p)(U),

которыя по перемноженіи даюгъ

Ѵі=

(-1)
р р

р—1

1.2....у^ q
2

(мод. р) (15).

Но не трудно убѣдиться, что произведеніе zx zr...zр_х равно
“а"

произведенію 1.2 Для эт°го мы замѣчаемъ, что числа

zv z2r..., zp_i, будучи меньше
у

и не меньше 0, могутъ имѣть

только значенія 0, 1, 2,. . .., ууД*
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Потомъ мы замѣчаемъ, что ни одно изъ нихъ не можетъ

быть нулемъ; ибо въ противномъ случаѣ предыдущее сравненіе

предполагало бы дѣлимость 1.2.... на_р; между тѣмъ какъ

1, 2,....,^Ц^ числа простыя съ^>. Итакъ, числа вѵ £2,...., гѵ_х
~2~

могутъ равняться только числамъ

Также не трудно показать, что въ ряду г1, я2,. .. zp_x
~2~

нѣтъ двухъ чиселъ равныхъ. Въ самомъ дѣлѣ, если мы допу¬

стимъ, что здѣсь 0т и г равны, гдѣ т и р. какія нибудь два

числа, содержащіяся въ ряду 1, 2,...., то имѣя по (14),

e2J™ е^
*»=(—*)

Р
Щ, *у=(— !)

Р
М (мод. р),

мы бы нашли

(—1)
р

»гд= (—1)
р

[лq (мод. р).

Но это сравненіе по сокращеніи на q, число простое съ

р, даетъ

(—1)
р
т = {—1)

р
[л {мод. р),

что, очевидно, невозможно; ибо оно предполагаетъ дѣлимость

разности

ЕЧт Е\да
(-1)

р
ш — (—1) V-

на р; а эта разность приводится къ одному изъ четырехъ:

ш -+- [г,
— (ш н— [г), т — р.,

— (т — р.),

и такъ какъ числа т, р. взяты нами изъ ряда 1, 2,....,

и не равны между собою, то сумма ихъ меньше р, а разность

не равна нулю; слѣд. ни то, ни другое не дѣлится на р.
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Такъ убѣждаемся мы, что въ составъ ряда

) " * • • Яр—1
~г

могутъ входить только числа

1, 2,.
Р — 1

2

и каждое только по одному разу. Но такъ какъ эти ряды за¬

ключаютъ одинаков число членовъ, то въ составъ перваго

войдутъ всѣ числа втораго. Слѣдов. ряды

1
• • • •

> ^р—1 >

2

составлены изъ однихъ и тѣхъ же чиселъ и притомъ взятыхъ

по одному разу; а потому произведеніе членовъ перваго ряда

равно произведенію членовъ втораго.

Убѣдясь въ этомъ, мы можемъ замѣнить въ(15) z2....zp_1

числомъ 1.2.... , послѣ чего (15), будучи сокращено на

1, 2,...., , числа простыя съ р, даетъ

р — 1

1^2
2

(-1)
Е^-+-Е^-
Р Р

-Е(Р—Ѵ1
Р

(мод. р).
Умножая же обѣ части этого сравненія на

Е

(-1)
р р р

и замѣчая, что — 1, будучи возведена въ степень

[>2з.
Р

.Е*1. ■Е(р — і) ч
р 0.

даетъ 1, находимъ

Е—+ Е—-+- р=1

(—1)
р р р

==q (мод. р).

Но по свойству символа мы имѣемъ

2
2 ={j) (мод- Р)-
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Это же сравненіе вмѣстѣ съ предыдущимъ даетъ

/e\ В^-*-В^Е^Р~ ^ g-

О * р р =0 (мод. РУ,

откуда мы заключаемъ о равенствѣ

9 9
■Е (9 ~ 1)

t

j»
J

ибо въ противномъ случаѣ первая часть этого сравненія при¬

велась бы къ 2 или — 2, что съ нулемъ не сравнимо по моду¬

лю р, отличному отъ 2. Такъ убѣждаемся мы въ справедливо¬

сти предложенной нами теоремы.

На основаніи этой теоремы, мы можемъ опредѣлить значе¬

ніе ,
не возводя q въ степень Такъ, для опредѣленія

величины (Й). находимъ

(йН-1»
11 11

6 5 8.5
-Е

10.5

11

Замѣчая, что

тр
5

-гр
10 гч тту8- 5 777^0 оѢ

п Ліі — О, ^
и —-^п—3,

777 4- 5 77Т 20 1±J
u

Ѣ
п 1,11

Е

п

10.5

11

11

7^50ЕТі- = 4,

Е611 = Е™= 2, 0-+-1-+-2-7-3-7-4=10,

мы изъ предыдущаго уравненія выводимъ

(п) = (—1)'° = 1-

Выведенное нами уравненіе для опредѣленія справед¬

ливо при всякомъ числѣ q. Но не трудно вывести изъ него

уравненіе болѣе простое, которое будетъ служить для опредѣ¬
ленія

, при а нечетномъ. Для этого въ уравненіи

е**+е4-±+....+е^-Jh

(})=(-»
f *
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полагаемъ q
= £ (a -+-p), гдѣ а, подобно p, число нечетное; это

даетъ намъ

Еа+-Р I Е%а-*-2р
Р—1 р—1

(ns^)=(_i)
Умноживъ обѣ части этого уравненія на находимъ

Р—1 р
— 1

JP

Но по теоремѣ 29-й, произведеніе равног *
\р / \ р J 1

(^'^, или а это по теоремѣ 30 равно Вслѣд¬

ствіе чего изъ предыдущаго уравненія выводимъ

+23*-*-**■ ч-

Но

Е
а -t-p

р

Е-

JE;(y-4-l)=l-i-Еа

Р — 1 р — 1

Р

Е?£±М==е(-ч-2)= 2-+-Е-,
р \р / р

’

Р — 1 р— 1

:Е(Ѵ“
\ 2 / 2

_£>
— 1

--ъ-г;-2

Слѣдовательно

Р

Р — 1.
1 о Р —1 т-,

я _,2а 2
1-ь2-*- 1-j& нЕ 1-.

Р JP

А такъ какъ сумма прогрессіи 1+2-

»г — 1
равна —g—, то изъ этого уравненія выходитъ

р

р — 1

Р
— 1

?-i+E±+E^-*-....+E-?-
Р Р8

(16).
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Дѣлая въ этомъ уравненіи а = 1 и замѣчая, что

р
— 1

= Е- = О, Е- = О, , Е—=0,
\Р J 9

Р
1

р
5 ’

р
?

находимъ
І?2—1

8

что для опредѣленія величины , даетъ

Рг— 1

(!•) = (—D
^

•

Внеся отсюда величину въ (16), находимъ

Е±-*-Е--
р р

■Е Ир-і)<»
р (17).

Вотъ уравненіе, которое можетъ служить для опредѣленія

, при а нечетномъ. Оно подобно тому, которое доказали въ

предыдущей теоремѣ, съ тою только разницею, что здѣсь подъ

знакомъ Е находятся количества вдвое меньшія.

Мы нашли также уравненіе
р2— 1

Это уравненіе будетъ служить намъ при опредѣленіи (-jj,
когда q равно 2, или кратное 2. На основаніи этого уравненія

не трудно показать, что есть 1, если р = 8п± 1, и — 1,

если ^>
= 8м ± 3. Въ самомъ дѣлѣ, внося въ него 8м ±1 и

8м ± 3 на мѣсто р, находимъ

_

(8п ±1)2—1 — 8»2 ^ 2п

(гаі) = (-1>
8

=<-0 =Ь
(8я±3)2—1 —8n2=p6n —1

(йЯГвН-О
8

=(-і) =-0

отсюда слѣдуетъ такая теорема:
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32. Теорема.

Если р равно 8п ± 1, то = 1; если же р = 8п±Ъ,

то(}) = — 1-

Такъ находимъ, что = 1, = — 1.

На основаніи уравненія (17), мы можемъ доказать еще тео¬

рему, относящуюся до опредѣленія величины Она заклю¬

чается въ слѣдующемъ:

33. Теорема.

Если а число нечетное и меньше р, то равно

а 1 р 1 jj,2ip jgi h(a l)P

/
2 2 a a a

\ *-)

Доказательство. Мы нашли (17) для опредѣленія (^j,
когда q нечетное, такое уравненіе

(тН-ч
Р Р

Е1(р
— 1)а

Посмотримъ теперь, какія значенія имѣютъ Е —, Е ~

,
Ей-Р , гдѣ предполагаемъ а меньше р. Дробь —

будетъ меньше 1; слѣд. Е ~ = 0. Это наименьшій изъ членовъ

Е — Е —

,.... Е . Наибольшій же Е ---р
~ ^а.

Р
7

р
7

р р

представится такъ Е ^, или Е
> а это

очевидно равно , ибо есть цѣлое число, а р-^- дробь

меньше единицы и положительная, потому что а <С.р.
Итакъ въ ряду

Е- Е
2а

£ Пі> — 1) «

р

члены идутъ, возрастая отъ 0 до . Чтобы опредѣлить

сумму ихъ, мы найдемъ, сколько здѣсь членовъ равныхъ



80 —

0, 1, 2,.. . ., —Для этого мы опредѣлимъ сначала, сколько

здѣсь членовъ не превосходящихъ 1с, гдѣ к есть одно изъ чиселъ

О, 1, 2,.... Съ этою цѣлію положимъ, что въ ряду

Е-, Е-, , Е-, Е£±2°
, Е1{р~(18)

послѣдній членъ, не превосходящій к, есть Е^\ эт0 очевидно

будетъ имѣть мѣсто въ томъ случаѣ, когда ^ ■< к -+- 1, а

^>к-+-1 *). Но изъ этихъ неравенствъ выходитъ

у.(*±і)-г>о,а
^ ’ а

^ 5

а это показываетъ, что
р ^ ^

съ цѣлъімъ числомъ I разнится

количествомъ положительнымъ, но меньшимъ 1. Слѣд. I есть

наибольшее цѣлое число, заключающееся въ количествѣ

а это по нашему знакоположенію представится такъ: Ер-~^.
Итакъ число членовъ въ ряду (18), не превосходящихъ к, равно

Ер ^. Такимъ же образомъ находимъ, что здѣсь число чле¬

новъ, не превосходящихъ к—1, есть Е~, а отсюда заклю¬

чаемъ, что число членовъ равныхъ к есть Ер(1с^ ^ На

основаніи этого мы заключаемъ, что въ ряду (18) число членовъ

равныхъ 0 есть Е^—22^,
равныхъ 1 ЕЦ-— 2?^-,

равныхъ 2 еЩ—2?^,

равныхъ — 1 есть,.. , Е2—Е1 (-а~3')р.,
х J а а

*) Равенство здѣсь не можетъ имѣть мѣста, потому что дроби
а 2а 1(р — 1)ах. х
—

^ ^——,
гдѣ р простое само по себѣ и не дѣлитъ а, не

Y
. la (I -+- 1) а

могутъ равняться цѣлому числу; дроби же —, -—взяты изъ этого ряда.
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Чтоже касается до числа членовъ остальныхъ въ ряду (18),
а—1

равныхъ -g-; то мы ихъ найдемъ, сложивъ предыдущія числа и

вычтя ихъ сумму изъ 4 (р—1), числа всѣхъ членовъ ряда (18).

Такимъ образомъ находимъ, что здѣсь членовъ равныхъ со¬

держится —Е ? (в—.1.)#
_

а (X

На основаніи этихъ данныхъ находимъ, что сумма всѣхъ

членовъ ряда (18) составляетъ

0. (е^-е^)-+-
1.

\ а а )

2. (е^-Е^)-*-
у Я (X J

— 1)і>

а — 1 /р — 1

2 V 2

а это приводится къ слѣдующему

■Е

(X )

і (а—1)р

1 р-

2 2

Итакъ сумма

■Е* Е2р
. —Е- і(« —1)р

равна

Е

а — 1 р
— 1

“2 2~'

■Е
2а

J'
■Е S (р — 1) а

р

2р
■Е—— Е

а а

Вслѣдствіе этого уравненіе
о. _2а

Е нЕ1— -

р

'

(« —1)Р

р

даетъ
а — 1 р

— 1

~~~2 2~~‘
_ЕР_ Е2р .... Е^а~^р

(f)=(-D
что и слѣдовало доказать.

Эта теорема также можетъ быть употреблена для опредѣ¬

ленія значенія если а число нечетное и меньше р. Она
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весьма удобна въ приложеніи, если а число небольшое.

Такъ для величины она даетъ

(шН-0
7—1 101—1

2
’

2
1.

7 7
Е

3.101

откуда выходитъ (щ)= (— 1)
8.50—14—28—43

Но эта теорема особенно замѣчательна тѣмъ, что изъ нея очень

просто выводится теорема, извѣстная подъ названіемъ закона

взаимности двухъ простыхъ чиселъ.

Эта теорема заключается въ слѣдующемъ:

34. Теорема.

Если vms суть числа простыя нечетныя и неравныя между
V—1 S—1

~2 2~
собою; то (-J-) = (-J-) (—1)

Доказательство. Пусть будетъ ѵ наименьшее изъ двухъ чи¬

селъ ѵ, s; по доказанной нами теоремѣ при ѵ < s значеніе

опредѣлится уравненіемъ
V — 1 S -

-Е дМ’.тАН

(т)-(-ч
2 2

Дѣлая же въ уравненіи (17) a = s, р — ѵ, найдемъ

(тН-Ч
7,

s _2s — 2 (ѵ — 1) s
Е н Е н — —

Эти два уравненія по перемноженіи ихъ членовъ даютъ

(т)(ѵН-]>ѴІ'Ѵ-
(

Умножая же обѣ части этого уравненія на (-М и замѣчая,
/ 8 \2 л

что ( —1 есть 1, находимъ

что и слѣдовало доказать.
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Такъ мы будемъ имѣть
7—1

в

5-1

2
*

2

3.2

Ш=Ш<-о2 2=Ш(-1) =ш.
11—1 19—1 5 3

(SMSM2
'

2

-(Ю<-ч —(§)•
і 27. На основаніи доказанныхъ нами теоремъ относительно

символа легко найти его неличину, какъ бы q и р ни были

велики. Вотъ какъ слѣдуетъ поступать при опредѣленіи

Если q больше р, мы по теоремѣ 30 замѣняемъ въ число q

остаткомъ отъ дѣленія q на р, или наименьшимъ отрицательнымъ

вычетомъ q по модулю р, если онъ гораздо меньше этого остатка.

Такимъ образомъ опредѣленіе сведется на опредѣленіе

гдѣ В будетъ меньше р. Что касается до знака—при В,

то по теоремѣ 29 мы (-J-'j можемъ выразить черезъ (у)- По¬

томъ для опредѣленія разлагаемъ В на произведеніе про¬

стыхъ чиселъ, исключая при этомъ множителей, составляющихъ

точные квадраты. Разложивши В на произведеніе простыхъ чи¬

селъ, мы по теоремѣ 29 разлагаемъ (^yj на произведеніе нѣ¬

сколькихъ множителей вида (~J, гдѣ г число простое. Послѣ

того ищемъ значеніе каждаго изъ этихъ символовъ, поступая

такимъ образомъ: если г= 2, то [yj опредѣляемъ по теоремѣ

32; если же г нечетное, то по закону взаимности чиселъ вы¬

ражаемъ (y'j черезъ и съ этимъ символомъ поступаемъ

также какъ съ (^yj, сводя опредѣленіе его на символы вида

гдѣ / < г.

Продолжая эти дѣйствія, мы будемъ получать символы все

съ меньшими и меньшими числами; поэтому необходимо дойдемъ

окончательно или до (-М или до ( —), которыхъ величину легко

найдемъ, а чрезъ нихъ опредѣлится и искомый (Jyj.
6*
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Объяснимъ это примѣрами. Пусть будетъ дано найти зна-
. /юіз\

чеше (бог)*
Дѣля 1013 на 601 находимъ въ остаткѣ 412; откуда слѣ¬

дуетъ, что

/10134 / 412\

\ 601J \601/•

По исключеніи изъ 412 квадрата 2, мы находимъ число

простое 103 и приводится къ ; по закону же взаим¬

ности чиселъ выводимъ
601—1 103—1

(ё!)-(£)<-ц \т)"

Потомъ дѣлимъ 601 на 103 и замѣчая, что остатокъ бу¬
детъ 86, между тѣмъ какъ наименьшій отрицательный вычетъ

601 по модулю 103 есть —17, находимъ выгоднѣе его ввести.

Это даетъ намъ
/601\ /-17\

\т) \ юз /
*

103—1

н° (таг)=(is) (ж). (ш) = (- О

Слѣд.

(-) = -(-)V юз / V1 оз /
*

Такъ какъ 17 число простое, то выводимъ

17—1 103—1

іяѵ,«)=(“)(-’> -($)•
Замѣняя въ число 103 остаткомъ отъ дѣленія 103 на

17, имѣемъ

Соединяя всѣ эти уравненія, находимъ

(ШВ\_(Ш\(601\(-17\ _/_17\ _/103\_ /П .

V 601 / \601/ \10зУ V 103 /

~

Іюз;— V 17 / V17/
1#

Итакъ искомая величина есть ■— 1.

Для другаго примѣра беремъ •
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Повторяя надъ символомъ тѣ же дѣйствія, находимъ

/20470\ / 153 \ /З2.17 ч /17 \

\ 1847 / \1847/ \ 1847 / \l847j’

(~
\1847

17—1 1847—1

2
*

2

17—1 11—1

=
2 2

■

Ч^ММ).
)ЧЧ

3—1 11—1

2
'

2

(£)-(¥)<-»)*
2

~Ст)—(?)-*•
Изъ соединенія этихъ уравненій получаемъ

1.

/2Ю8\
І/:

(гаМ*нМет)(ет)(ет).

/20470\

V1847 )
*

(22^) у находимъ

3—1 2003—1

~2~
*

=Ч^)=Ч4Н.
=(^Н4>

5—1 2003—1

2"

(1)=Ш(-])¥'¥=(!)=(4)=-1.
7—1 2003—1

/ 7 \ / 2003 \ /
1Ч

2 2 / 2003 \ /1\ п

(яоз)=(-)(- о =-(—)=-(у)=—!;
откуда выходитъ

§ 28. Мы показали, какъ по даннымъ числамъ р и q найти

величину символа , чѣмъ опредѣляется имѣетъ ли сравне¬

ніе г2= q (мод. р) рѣшенія или нѣтъ. Теперь переходимъ къ

рѣшенію обратнаго вопроса: по данной величинѣ найти зна¬

ченія х, иначе, рѣшить уравненія — 1, = — 1.
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Начнемъ съ перваго (-^=1. Мы видѣли, что уравненіе

символически выражаетъ, что сравненіе ж
2
=1 (мод. р)

удовлетворяется. Не трудно узнать, что это сравненіе имѣетъ

рѣшеній; для этого по сказанному въ § 21 дѣлимъ хр—ж на

р—1 Р—1 Р—1

ж
2
—Іи замѣчая, что хр—ж, какъ равное ж.(ж

2

-+-1) (ж
2
— 1),

р-1

дѣлится на ж 2—1 безъ остатка, по теоремѣ 26-ой заклю-

р-1

чаемъ, что сравненіе ж
2
=1 (мод. р) имѣетъ рѣшеній. Но

эти рѣшенія (§ 12) должны представиться такъ

х= аѵ х == я2, ж= (мод. р),

гдѣ аѵ а2,..., йр_x суть числа въ рядуО, 1,2,... р—1,удовлетво-

р-1

ряющія сравненію ж
2
=1 (мод. р). Притомъ ясно, что ни одно

изъ этихъ чиселъ не будетъ равно нулю, ибо нуль не удовлетво¬
ри

ряетъ сравненію ж
2
==1 (мод. р). Итакъ въ ряду 1, 2р—1

р-1

находится рр чиселъ, удовлетворяющихъ сравненію ж
2
= 1

(мод. р), или уравненію 1, другими словами, въ ряду

1, 2, , р—1 находится рр квадратичныхъ вычетовъ по мо¬

дулюр. За тѣмъ всѣ остальныя числа въ ряду 1,2, р—1, ихъ

будетъ также
, удовлетворятъ уравненію = — 1: это

будутъ неквадратичные вычеты по модулю р.

Изъ сказаннаго нами слѣдуетъ, что всѣ числа, удовлетво-
р-1

ряющія сравненію ж
2
= 1 (мод. р), или, что одно и то же,

уравненію Qj-j = l, опредѣляются сравненіями

ж = йр_і (мод. р),
~2~

ж == аѵ ж==я2,
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гдѣ йх, аѵ йр_! числа положительныя, меньшія р я удов-
~F

р-1

летворяющія сравненію х
2
=== 1 (мод. р). Эти числа мы могли

р-1

бы найти, рѣшая сравненіе х
2
== 1 (мод. р). Но это чрезвы¬

чайно затруднительно, если число р велико; потому мы пред¬
ложимъ способъ ихъ находить независимо отъ рѣшенія срав-

р-1

ненія х
2
S31 (мод. р). Для этого мы замѣчаемъ, что сравне-

р-1

ніе а
2
*== 1 (мод. р) есть условіе возможности удовлетворить

сравненію л2 == а (мод. р). Притомъ мы видѣли, что это срав-

ніе въ случаѣ возможности удовлетворяется двумя числами

(§ 22), заключающимися въ ряду 1, 2, р — 1; такъ что если

одно изъ этихъ чиселъ есть а, то другое р —«. Но одно изъ

этихъ чиселъ необходимо меньше ~ и слѣд. не болѣе ; ибо

сумма ихъ есть р, а они не равны между собою. Поэтому для

числа а, при которомъ сравненіе а
2
==1 (мод. р) удовлетво¬

ряется, всегда найдется въ ряду 1, 2, , число г, удовле¬

творяющее сравненію я2 == а (мод. р), другими словами, для та¬

кого числа а будетъ имѣть мѣсто одно изъ сравненій

12==а, 22= а, ^~J2=a (мод. р).

Слѣд. число а по модулю р будетъ сравнимо съ однимъ изъ чиселъ

и такъ какъ оно меньше р\ то оно найдется между остатками

отъ дѣленія этихъ чиселъ на р.

Итакъ каждое изъ чиселъ аѵ «2, ар_ъ меньшихъ р> и

р-1

удовлетворяющихъ сравненію а
2
== 1 (мод. р), мы найдемъ въ

ряду остатковъ, получаемыхъ при дѣленіи I2, 22, (^^)2 на

р. Послѣ сего значенія х, удовлетворяющія уравненію ^^=1,



— 88 —

мы опредѣлимъ сравненіями
х==аѵ ж==а2, х= ар_г (мод. р);

~2~

откуда для выраженія х, удовлетворяющаго уравненію ^-^ = 1,
по § 11 найдемъ *)

х — пр-+-аѵ х — пр -л- а2, х = прч- ар_г.

Для примѣра рѣшимъ уравненіе ^-)=1. По сказанному

нами это уравненіе будетъ имѣть = 5 рѣшеній, которыя

опредѣлятся сравненіями
х==аѵ х= а2, x==as, х==а4, х==ай (мод. 11),

гдѣ аѵ а2, «з, аѵ аъ суть остатки отъ дѣленія I2, 22, З2, 42, 52

на 11. Но такъ какъ эти остатки суть 1,4, 9, 5, 3; то урав¬

ненію

(п) = *

будутъ удовлетворять числа, опредѣляемыя сравненіями
ж==1, ж=3, ж= 4, ж == 5, х = 9 (мод. 11),

или, что одно и тоже, уравненіями
х=11п-н1,х=11пч-3,х=11пч-4,х=11п-і-5, х—1 ІЙ-+-9.

Зная рѣшенія уравненія = 1, нетрудно найти рѣшенія

уравненія j — —1. Для этого мы замѣчаемъ во первыхъ,

что по значенію символа число х предполагается не дѣля¬

щимся на р иво вторыхъ, что числа, не удовлетворяющія уравне¬

нію ^)= 1, удовлетворяютъ уравненію =—1 • Отсюда слѣ¬

дуетъ, что мы найдемъ всѣ числа, для которыхъ 0-) =— 1,

если выкинемъ изъ чиселъ, не дѣлящихся на р, числа удовле¬

творяющія уравненію ^-^=1. Но всѣ числа могутъ быть

представлены Формулами

ftp, пр ч- 1, пр н- 2, пр -*-р— 1.

Откинувъ здѣсь первую Формулу, которая даетъ числа кратныя

*) Это получаемъ мы, замѣняя въ Формулахъ § 11 число N числомъ — п.
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р, мы находимъ для рѣшенія уравненій J = 1 и \^j = — 1

такія Формулы

пр-+-1, пр-л- 2, пр-л-р—

Отброся же здѣсь числа, удовлетворяющія урав ненію^-j=1,
которыя опредѣляются Формулами

tip ч-аѵ пр-+-а2, tip -+- ар_г,

мы найдемъ всѣ числа, удовлетворяющія уравненію —1-

Изъ этого слѣдуетъ, что числа, удовлетворяющія уравненію
=— 1, представятся Формулами

пр-+-Ъѵ пр-+-Ъ2,...:„ пр-*-Ър_и

гдѣ Ъх, Ър_х суть числа ряда 1, 2, р—1, отличныя

~т

отъаг, а2,..., Ор_і, остатковъ, получаемыхъ при дѣленіи I3, 23,..,

(^)2 на р.

Для примѣра найдемъ рѣшенія уравненія =— 1* Па

сказанному нами числа, удовлетворяющія этому уравненію, пред¬

ставятся Формулами

11 Я- Д, 1 1м —f“ llW-1— Д,, 1 \tl —I— &4, 1 \tl —I—

гдѣ/6^ b2, b3, bt, b5 найдемъ, выкинувъ изъ ряда 1, 2, 3, 4,

5, 6, 7, 8, 9, 10 числа равныя остаткамъ, получаемымъ при

дѣленіи I3, 23, З3, 43, 53 на 11. Но эти остатки суть 1, 4,

9, 5, 3. Выкинувъ ихъ изъ ряда 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10,
находимъ 2, 6, 7, 8, 10 для величинъ Ъх, Ь2, Ь3, Ь4, Ьъ. Откуда
заключаемъ, что числа, удовлетворяющія уравненію (у^) = —1»

опредѣляются Формулами

lln-t-2, llw-ь-б, 1ІИ-4-7, 11W-+-8, 1ІП-+-10.

Такъ рѣшается вопросъ объ опредѣленіи значеній х по дан¬

ной величинѣ или, что одно и тоже, объ опредѣленіи ква¬

дратичныхъ и неквадратичныхъ вычетовъ даннаго числа.

§29. Въ предыдущихъ параграфахъ мы занимались изслѣдо¬

ваніемъ, когда сравненіе z2===q (мод. р) имѣетъ рѣшенія и когда
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нѣтъ. Теперь остается, показать, какъ найдутся рѣшенія срав¬

ненія z2==q (мод. р), когда оно возможно. Говоря о сравне¬

ніяхъ вида ах =А (мод. р), мы покажемъ общій и весьма про¬

стой способъ рѣшать сравненіе s2= q (мод. р). Здѣсь же огра¬

ничимся однимъ частнымъ случаемъ, въ которомъ это рѣшеніе
можно легко найти. Случай, которымъ мы теперь ограничимся,

есть тотъ, когда р вида 4м-ь-3.

Возможность рѣшенія сравненія s2==q (мод. р), какъ ви-

р-1

дѣли, предполагаетъ, что q
2
= 1 (мод. р). Дѣлая здѣсь р =

4и+3-1

4и-+-3, находимъ q
3

з= 1 (мод. р), или q2n'*'1= 1 (мод. р),
что по умноженіи на q будетъ q2n~*~2= q (мод. р). Сличая это

сравненіе съ z2==q (мод. р), замѣчаемъ, что послѣднему удовле¬

творяетъ z = qn~*~l. Зная одно число, удовлетворяющее срав¬

ненію я2== q (мод. р), мы найдемъ подобныхъ чиселъ безконеч¬

ное множество изъ сравненія z == g”"*-1 (мод. р). Но мы видѣли,
что одно изъ этихъ чиселъ будетъ положительное и меньше р\

это остатокъ отъ дѣленія g”4"1 на р. Называя его черезъ а, мы

одно изъ рѣшеній сравненія = д (мод. р) представимъ такъ:

г==а (мод. р). Что касается до другого рѣшенія этого сравненія,
то по сказанному въ § 23 оно будетъ z=p—а (мод. р). Такъ

найдутся оба рѣшенія сравненія z2=^q (мод. р) при ^>=4>г-і-3.
Для примѣра найдемъ рѣшенія сравненія г2 == 3 (мод. 11).

Оно имѣетъ рѣшенія, ибо

(АН¥)(-.)Ѵ'¥= -(Ц) —(!)=1;
а такъ какъ 11=4.2-нЗ; то рѣшенія его сутьяг=а,я==11—а
(мод. 11), гдѣ а есть остатокъ отъ дѣленія 32Н_1 на 11. Но

этотъ остатокъ есть 5; слѣд. а == 5 и рѣшенія сравненія z2=. 3

(мод. 11) суть z= 5, я== 6 (мод. 11).

§ 30. До сихъ поръ мы занимались сравненіями второй сте¬

пени, предполагая модуль ихъ числомъ простымъ. Что же ка¬

сается до сравненій съ модулемъ составнымъ, то мы ограни-
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чимся только доказательствомъ, что сравненіе z^~q (мод. р)
имѣетъ рѣшеніе, если р число нечетное, простое съ q и въ со¬

ставъ его входятъ простыя числа а, (J, у,,..., для которыхъ

(*)->. (іН> (fH
Начнемъ съ частнаго случая р = ат и покажемъ, какъ най¬

дутся рѣшенія сравненія z2==q (мод. ат), когда знаемъ рѣшенія

сравненія z2 == q (мод. а), котораго возможность, какъ видѣли,

условливается равенствомъ j = 1.

Предположимъ, что а есть число удовлетворяющее сравне¬

нію z2==q (мод. а), и Р, Q суть числа, опредѣляемыя уравне¬

ніями

.(«•ь/ТГ-МГГ.1
Ѵ

2 Yq
’

числа Р, Q будутъ цѣлыя; въ этомъ легко убѣдиться разло¬

женіемъ (а-нУ q )”*, (а—У q)т по биному Ньютона. Докажемъ
теперь во 1) что Р и Q удовлетворяютъ сравненію Р2—Q2д=0
(мод. ат) и во 2) что Q число простое съ а.

Въ первомъ мы легко убѣждаемся, замѣтивъ изъ предыду¬

щихъ уравненій, что

P-*-QVq={a-b-V~q)m, Р— QV^=(a—Vq)m.
Перемножая же эти уравненія между собою, находимъ

P2—Q2q= (a2— q)m.
Но по положенію а удовлетворяетъ сравненію z2=q(Mod. а),

слѣдов. a2 = q (мод. а), что предполагаетъ дѣлимость а2— q

на а. Если же а2—q имѣетъ дѣлителемъ а; то Р2—Q2q, равное

(а2 — q)m, должно дѣлиться на ат, а потому

Р2— Q2q===0 (мод. ат).

Доказавши первое, переходимъ ко второму, къ доказатель¬

ству, что Q число простое съ а. Для этого мы замѣчаемъ, что

по-уравненію

Q=(a^r-(fl-V7Г;
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дѣлимость Q на а предполагаетъ сравненіе
(«-+Уд )"*-(«-УІГ

2 V q

= 0 (мод. а).

Но это сравненіе, какъ не трудно убѣдиться разложеніемъ
степеней (a-t-V q )т, (а—V q )”*, содержитъ q въ цѣлыхъ сте¬

пеняхъ и съ цѣлыми коеФФиціентами; по этому оно останется

справедливымъ (§ 10), если въ немъ q замѣнимъ числомъ а2,
сравнимымъ съ q по модулю а. Слѣд. предыдущее сравненіе

предполагаетъ
(ан-У^Г-(а-У^),ге

2 Vа?

= 0 (мод. а),

а это приводится къ

2т~1 ат~г =5 0 (мод. а),

сравненію невозможному; ибо а число простое нечетное и а про¬

стое съ а.

Убѣдясь такимъ образомъ, что Р и Q удовлетворяютъ срав¬

ненію

Р2—=0 (мод. О
и Q число простое съ а, не трудно доказать, что сравненіе
Qx=3P (мод. ат) имѣетъ рѣшеніе и это рѣшеніе удовлетворяетъ

сравненію x2 = q (мод. am). Первое слѣдуетъ изъ того, что Q,
будучи числомъ простымъ съ а, будетъ простымъ также съ aw;
въ этомъ же случаѣ сравненіе Qx=P (мод. ат) имѣетъ всегда

одно рѣшеніе. Намъ остается теперь показать, что числа х, опре¬

дѣляемыя сравненіемъ Qx==P (мод. ат), удовлетворяютъ сравне-

цію P=q (мод. <хт). Для этого мы, возведя обѣ части сравненія

Qx==P (мод. am) въ квадратъ, выводимъ

#2ж2==Р2 (мод. ат).
Но по доказанному нами относительно чиселъ Р и Q имѣемъ

Р2 — Q2q==0 (мод. а.т).
Это же сравненіе вмѣстѣ съ предыдущимъ даетъ

Q2x2= Q2q (мод. am),

а такъ какъ Q число простое съ а и слѣд. съ am; то въ этомъ

сравненіи обѣ части могутъ быть сокращены на Q3; вслѣдствіе
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чего оно приводится къ

х2 == q (мод. Д),
что и слѣдовало доказать.

Итакъ мы получимъ рѣшеніе сравненія z2= q (мод. um)
изъ сравненія,

Qz == Р (мод. а.т),

гдѣ P и Q найдутся изъ уравненій

р
(а -ѵ-Ѵ q )m-t-(a-Y q )т

^ q _
(a-t-Y g~)OT— (a—Y~q)m

2
’ V

2 Vlf

по а, числу удовлетворяющему сравненію

a?= q (мод. a).

Для примѣра возьмемъ сравненіе z2 ==— 2 (мод. 3s). По

сказанному нами число, удовлетворяющее ему, найдется изъ

сравненія
Qz= P (мод. З3),

гдѣ
(а -+-Y—2 )3-н (а—Ѵ—2 )3 ^ (а -+-Y—2 )3—(а—Y— 2)3

_ у —
2 У=2

и а есть число, удовлетворяющее сравненію а2 =— 2 (мод. 3).
Послѣднее сравненіе относится къ числу тѣхъ, которыя рѣ¬

шаются по способу показанному въ § 29; рѣшая его по этому

способу, мы находимъ, что ему удовлетворяетъ ]. Дѣлая а = 1

въ уравненіяхъ, опредѣляющихъ Р и Q, имѣемъ

(1_У=2)3н-(1-У=2)3
2

Q _
(і -t-y^2 )3-(і -У-^2 )3 _ 2

Отсюда для опредѣленія г, числа удовлетворяющаго срав¬

ненію г2 = — 2 (лю<ѣ З3), выходитъ

я=— 5 (мод. 3s).
Показавши какимъ образомъ рѣшается сравненіе z2==q (мод. ат),
гдѣ а какое нибудь простое нечетное число, переходимъ къ рѣ¬
шенію сравненія = g (мод. amfinyr....).

Если ^-^ = 1, = ^-^ = 1, то по сказанному
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нами найдутся числа и, v, w,...., удовлетворяющія сравненіямъ

u2= q (мод. ат), v2===q (мод. (3"), w2= q (мод. уг)

Эти числа опредѣлятся такими сравненіями

и=Л (мод. а”'), vz==B (мод. (3”), w=G (мод. уг),

Но не трудно убѣдиться, что между числами, опредѣляемыми
каждымъ изъ этихъ сравненій, найдется число

ЛФѴ-)0 Ча-1)
-В(а”У-У »(Р—і)

-<ѴТ-)
'г—Нѵ—(Y-1)

Въ самомъ дѣлѣ, это число по модулю ат сравнимо съ

.<xm 1 (а—1)
Щпчг ) гдѣ (рп уг •)

гп

-»(а—1)
по тео¬

ремѣ 17 сравнимо съ 1 по тому же модулю ат, и слѣд.

.4((Зпуг )а
^

сравнимо съ А. Также докажется, что

это число сравнимо съ В по модулю (Зп, съ6уио модулю у^ит.д...
А потому это число будетъ удовлетворять каждому изъ сравненій

u2==q (мод. «*"), v2==q (мод. (3"), w2= q (мод. уг),

и слѣд., называя его черезъ х, будемъ имѣть

x2= q (мод. ат), x2= q (мод. (3"), x2 = q (мод. уг),

Но такъ какъ въ этихъ сравненіяхъ модули ат, (3”, уг,
числа относительно другъ друга простыя; ибо а, [3, у,

суть различныя простыя числа; то по § 9 эти сравненія пред¬

полагаютъ

x2= q (мод. а.т (3” уг ).

Такъ опредѣлится ж, удовлетворяющій сравненію

x2= q (мод. р),

гдѣ q число простое съ р, а р число нечетное, состоящее изъ

произведенія простыхъ чиселъ а, (5, у, , для которыхъ

(Э=1> (і)=І- (т)=>
Этимъ мы оканчиваемъ теорію сравненій второй степени.
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ГЛАВА V.

О сравненіяхъ двучленныхъ.

§ 31. Подъ именемъ сравненій двучленныхъ разумѣютъ срав¬
ненія такого вида

хп — А= 0 (мод. р),

гдѣ п, А, р какія нибудь числа. Мы начнемъ съ простѣйшаго
случая: А = 1, р число простое. Мы будемъ предполагать р

отличнымъ отъ 2; ибо по § 20 при £>= 2 сравненіе хп—А=== 0

(мод. р.) приводится къ 1-й степени.

Относительно сравненій вида хп —1 = 0 (мод. р.) мы до¬

кажемъ слѣдующую теорему.

35. Теорема.

Если одно и тоже число удовлетворяетъ сравненіямъ
хт—1=0, хп—1=0 (мод. р), то оно удовлетворяетъ также

сравненію хы—1=0 (мод. р), гдѣ о общій наиболътій дѣлитель
чиселъ т и п.

Доказательство. Пусть будетъ а то число, которое удовле¬

творяетъ и сравненію хт—1=0 (мод. р) и сравненію хп—1=0

(мод. р); мы будемъ имѣть

ат= 1, а”= 1 (мод. р),
и а будетъ число простое съ р, ибо иначе было бы ат=0 (мод. р).

По положенію со, будучи общимъ наибольшимъ дѣлителемъ

чиселъ т и п, въ частныхъ дастъ числа простыя между

собою. Но при
—

простыхъ между собою найдется г,

удовлетворяющее сравненію ^ г— 1 = 0 (мод. ,
что пред¬

полагаетъ дѣлимость ^ г— 1 на — • Означая частное отъ этого

дѣленія чрезъ у, найдемъ

откуда выходитъ

тз— пу = о (19)
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Но изъ сравненій
ат= 1, а” = 1 (мод. р),

возводя первое въ степень г, второе въ степень у, выводимъ

amz= апу (мод. р),

что по сокращеніи на апу (число простое съ р; ибо, видѣли, а

простое съ р) даетъ

аш-"У= 1 (мод. р),
гдѣ замѣняя mz—пу черезъ со по (19), имѣемъ

аы= 1 (мод. р),
что и слѣдовало доказать.

На основаніи этой теоремы не трудно доказать слѣдующую:

36. Теорема.

Сравненіе хт— 1 = 0 (лгос*. р) имѣетъ со рѣшеній, если а

есть общій наибольшій дѣлитель чиселъ тир— 1, и ши рѣ¬

шенія найдутся изъ сравненія хы — 1 <== 0 (мод. р).
Доказательство. Сравненію хт — 1 = 0 (мод. р) могутъ

удовлетворять только числа, не дѣлящіяся на р; ибо для х крат¬

наго р будетъ хт= 0 (мод. р). Но по теоремѣ Фермата для х

не дѣлящагося на р будетъ

хѵ~1— 1 = 0 (мод. р).
Итакъ всѣ числа, удовлетворяющія сравненію хт — 1 = 0

(мод. р), будутъ также удовлетворять сравненію хр~1— 1 = 0

(мод. р)-. откуда слѣдуетъ по доказанной нами теоремѣ, что эти

числа будутъ удовлетворять сравненію
ха— 1 = 0 (мод. р),

гдѣ а общій наибольшій дѣлитель чиселъ р
— 1 и т.

Также не трудпо убѣдиться въ обратномъ, что всѣ числа,

удовлетворяющія этому сравненію, будутъ удовлетворять и

сравненію хт — 1 = 0 (мод. р).
Въ самомъ дѣлѣ, изъ сравненія хы —1=0 (мод. р) выхо¬

дитъ = 1 (мод. р), а это по возведеніи въ степень
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(число “ есть цѣлое; ибо а есть дѣлитель т), даетъ жт= 1

(мод. р), или хт — 1=0 (мод. р).
Итакъ сравненіямъ хт—1=0, ж“—1=0 (мод. р) будутъ

удовлетворять одни и тѣ же числа. Намъ остается теперь пока¬

зать, что эти сравненія имѣютъ о рѣшеній; это легко сдѣлать

надъ сравненіемъ ж“— 1 = 0 (мод. р). Такъ какъ ю есть дѣли¬

тель р— 1; то есть число цѣлое; называя его черезъ п,

найдемъ р — 1 = ш. Вслѣдствіе чего хр— х представится такъ

ж(жп<й—1), или х [(ж“)”—1”], а это дѣлится на хт—1; ибо раз¬

ность степеней дѣлится на разность корней. Но если хр—х дѣ¬

лится на — 1 безъ остатка; то по 26-ой теоремѣ сравненіе
жм—1=0 (мод. р) имѣетъ о рѣшеній. А такъ какъ это сравне¬

ніе удовлетворяется одними числами съ хт—1 = 0 (мод. р), то

и это сравненіе имѣетъ ы рѣшеній; откуда и слѣдуетъ предло¬

женная нами теорема.

Такъ сравненіе ж10—1=0 (мод. 17), гдѣ общій наибольшій

дѣлитель чиселъ 10 и 17— 1 есть 2, будетъ имѣть только два

рѣшенія, которыя найдутся изъ сравненія ж2= 1 (мод. 17). За¬

мѣчая, что этому сравненію удовлетворяетъ 1 и 17—1= 16,
вслѣдствіе чего рѣшенія его суть

ж=1, ж=16 (мод. 17).

мы заключаемъ, что рѣшенія сравненія ж10—1=0 (мод. 17) суть

ж=1, ж =16 (мод. 17).

На основаніи этой теоремы рѣшеніе сравненія хт— 1 = 0

(мод. р) сводится на рѣшеніе сравненія ж“—1 = 0 (мод. р), гдѣ
о дѣлитъ р—1; этимъ-то сравненіемъ мы теперь и займемся.

Относительно его мы докажемъ слѣдующую теорему:

37. Теорема.

Сравненію жю— 1 = 0 (мод. р), гдѣ о дѣлитъ р— 1, удов-
Р-1

летворяетъ число а = п
“

, если п простое съ р.

7



— 98 —

p-i

Доказательство. Въ самомъ дѣлѣ, цолагая а = п
“

, нахо¬

димъ

а“— 1 =пр~1— 1.

Но по теоремѣ Фермата при п простомъ съ р будетъ
пр~1 — 1=0 (мод. р),

слѣдовательно также

аю— 1=0 (мод. р),
что и слѣдовало доказать.

11—1 11—1 11—1
5 5 5

Такъ 2 , 3 , 4
, будутъ удовлетворять

сравненію ж5— 1 = 0 (мод. 11).
Такимъ образомъ мы можемъ найти нѣсколько рѣшеній срав¬

ненія ж“—1=0 (мод. р). Что же касается до опредѣленія всѣхъ

его рѣшеній, то относительно ихъ докажется слѣдующая теорема:

38. Теорема.

Шли число Ѳ удовлетворяетъ сравненію ж“—1=0 (мод. р)
и не удовлетворяетъ сравненіямъ ж“—1=0, х®—1=0,
afi — 1=0 (мод. р), гдѣ а, (3,.... с суть дѣлители а (включая
сюда и 1); то всѣ ш рѣшеній сравненія ж“ —1 = 0 (мод. р)
опредѣлятся такъ

х==Ѳ, ж= <?3, ,
ж==<?“ (л«од. р).

Доказательство. Не трудно убѣдиться, что если Ѳ удовле¬

творяетъ сравненію ж“—1=0 (мод. р), то ему удовлетворяетъ

и какое бы ни было число п. Въ самомъ дѣлѣ, если Ѳ удов¬

летворяетъ сравненію жш—1=0 (мод. р), то 6“—1=0 (мод. р),
или &ш=1 (мод. р). Но возведя обѣ части этого сравненія въ

степень п, находимъ Ѳпш= 1 (мод. р), или Ѳпш—1= 0 (мод. р);
а это показываетъ, что Ѳп удовлетворяетъ сравненію ж"—1=0

(мод. р). На основаніи этого, мы заключаемъ, что

Ѳ, Ѳ\ Ѳш

будутъ удовлетворять сравненію
ж“— 1=0 (мод. р),
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и слѣд. будутъ удовлетворять ему всѣ числа, опредѣляемыя

сравненіями
ж= <9, ж= #2, х= Ѳш (мод.р) (20).

Докажемъ же теперь, что въ этомъ ряду сравненій нѣтъ

двухъ сравненій тождественныхъ между собою. Для этого до¬

пустимъ противное, допустимъ, что здѣсь какія нибудь два срав¬

ненія

х == 6т, х==Ѳп (мод. р)

тождественны между собою; числа т я п, какъ показатели Ѳ въ

сравненіяхъ (20), будутъ болѣе 0 и не болѣе « и пусть т бу¬
детъ болѣе к.

Допустивши, что сравненія
х= От, х= Ьп (мод. р)

удовлетворяются однимъ и тѣмъ же числомъ х, мы находимъ

Ѳт= Ѳп (мод. р),

что по сокращеніи на Ѳп даетъ

ѳт-п _ J _ о (мод'

Это сравненіе вмѣстѣ съ сравненіемъ Ѳт== 1 (мод. р), кото¬

рому Ѳ удовлетворяетъ по положенію, предполагаетъ

— 1 = 0 (мод. р),

гдѣ а общій наибольшій дѣлитель т— п и а (смотр, теорему

35). Но о не можетъ быть равнымъ «; ибо о' есть дѣлитель

т— п, гдѣ т и п болѣе 0 и не болѣе со, а потому т— п < со.

Но если число а меньше о, то, дѣля о, оно должно быть однимъ

изъ дѣлителей его: а, (3, вслѣдствіе чего предыдущее

сравненіе должно быть однимъ изъ сравненій

Ѳа— 1=0, Ф — 1 = 0, fr— 1 == 0 (мод. р).

Эти же сравненія, по положенію, не могутъ имѣть мѣста.

Итакъ, между сравненіями
ж= ж= 62, х= Ѳш (мод. р)

не можетъ быть двухъ тождественныхъ между собою, слѣд. въ

у*



— 100 —

нихъ заключаются всѣ со рѣшеній сравненія

хш— 1=0 (мод. р),
что и слѣдовало доказать.

Такъ, чтобы найти всѣ рѣшенія сравненія хь—1=0 (мод. 13),
мы должны найти число, которое бы удовлетворяло ему, не удо¬

влетворяя сравненіямъ

х—1 = 0, х2—1 = 0, Xs—1 = 0 (мод. 13).

Замѣчая, что такое свойство принадлежитъ числу 4, мы за¬

ключаемъ, что рѣшенія сравненія
X6— 1 = 0 (мод. 13)

суть

х= 4, ж=42, х= 4s, ж= 44, ж= 45, ж= 46 (мод. 13),
или

ж= 4, ж= 3, ж=12, х= 9, ж= 10, х=1 (мод. 13).

§ 32. Переходимъ теперь къ сравненіямъ хт—J==0 (мод. р),
гдѣ А какое нибудь число, недѣлящееся на р, а р число простое,

которое мы опять предполагаемъ отличнымъ отъ 2.

Относительно сравненій этого вида мы докажемъ слѣдую¬
щую теорему.

39. Теорема.

(Уравненіе хт — .4= 0 (мод. р) возможно только въ томъ

р—1

случаѣ, когда А
“
=1 (мод. р), гдѣ со общій наибольшій дѣли¬

тель чиселъ р— 1 и т. Когда же это сравненіе возможно,
омо имгьетъ « рѣшеній, которыя найдутся изъ сравненія
хш— Ак == 0 (мод. р), гдѣ тс есть число, удовлетворяющее

Доказательство. Мы предполагаемъ А недѣлящимся на р;

поэтому число х, удовлетворяющее сравненію хт—.4= 0

(мод. р), или хт==вА (мод. р), не можетъ быть кратнымъ р;

ибо въ этомъ случаѣ было бы хт= 0 (мод., р) и сравненіе
хт== А (мод. р) дало бы .4= 0 (мод. р). Но если х не дѣлится
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на р; то по теоремѣ Фермата будетъ
хр~1 = 1 (мод. р).

Возводя обѣ части этого сравненія въ степень , а члены

сравненія
хт=А (мод. р)

въ степень (числа ^^ будутъ цѣлыя; ибо со есть общій

дѣлитель т и р— 1), находимъ

(р—1) т

*
‘

зі,
откуда слѣдуетъ

т (р—1) р—1

х
“
=А

“

(мод. р);

р— 1

А
“
=1 (мод. р).

Итакъ для возможности сравненія
хт— А= 0 (мод. р)

необходимо, чтобы А удовлетворяло сравненію
р—1

А
ы
== 1 (мод. р) (21)

Предположимъ теперь, что это условіе выполняется и дока¬

жемъ, что въ такомъ случаѣ всѣ числа, удовлетворяющія срав¬

ненію

хт=А (мод. р),

удовлетворяютъ также сравненію
хю == Ак (мод. р),

гдѣ те число, опредѣляемое сравненіемъ

(О \ (О /

Число со, будучи общимъ наибольшимъ дѣлителемъ чиселъ т

и р—1, въ частныхъ [даетъ числа простыя между со¬

бою. Но при простыхъ между собою найдется число тс,

удовлетворяющее сравненію іс == 1 ^мод. и для такого

числа и разность тс — 1 будетъ дѣлиться на . Называя <;
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частное отъ этого дѣленія, будемъ имѣть

т 1 р—1
— те — 1 = <;-— ,
(О

^
(О

7

ШИ

ттс — с,(р — 1) = со (22)

На основаніи этого уравненія мы покажемъ, что сравненіе
хт=А (мод. р)

предполагаетъ
хю=А* (мод. р).

Въ самомъ дѣлѣ, возводя обѣ части сравненія
хт == А (мод. р)

въ степень те, находимъ

хткв=Ап (мод. р);
по теоремѣ же Фермата имѣемъ

хр~1 = 1 (мод. р),
гдѣ возведя обѣ части въ степень <;, получаемъ

Xя (р—1)
== 1, или 1 = (р—^

(мод. р).

Но изъ сравненій
хтк= Ак, 1 = хя<р (мод. р),

перемножая ихъ почленно, выводимъ

хтк == А* ж5 (р—1) (мод. р),
что по сокращеніи на ж? (р—^

будетъ

хтк~і(р~і)= Ак (мод. р).

Замѣняя же здѣсь т-к — <; (р—1) числомъ to по (22), най¬

демъ
хт =Ак (мод. р),

что и слѣдовало доказать.

Изъ этого видно, что сравненіе
хт == А (мод. р)

не можетъ имѣть рѣшеній отличныхъ отъ рѣшеній хш=Ак(мод. р).
Убѣдившись въ этомъ, мы докажемъ остальную часть пред¬

ложенной нами теоремы. Для этого мы докажемъ, что сравненіе
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ж“ == А* (мод. р) имѣетъ а рѣшеній и что всѣ они удовлетворя¬

ютъ сравненію хт === А (мод. р).
Чтобы увѣриться въ первомъ, мы по § 21 ищемъ остатокъ,

получаемый при дѣленіи хр— ж на ж"— А*. Этотъ остатокъ мы

легко находимъ, замѣчая, что хр — х можетъ быть такъ пред¬

ставлено

р—1 р—1 к(р—1)

(Ак)~] х ч- (А
“
— 1) ж,

р—1 р
—1

гдѣ [(ж“)
“

—(Ак)
“

] ж, очевидно, дѣлится на ж“ — Ак.

Откуда слѣдуетъ, что искомый остатокъ есть

гс (Р—1)

[А
“
— 1]ж.

гс(р—1)

Но здѣсь коеФФиціентъ А
“
— 1 дѣлится на р; ибо по

(21) имѣемъ
р—1

А
“
== 1 (мод. р),

что по возведеніи въ степень те даетъ

гс (jp—1)

А
ш

=1 (мод. р);
слѣд. по теоремѣ 26 сравненіе хю==Ак (мод. р) имѣетъ о рѣ¬
шеній.

Намъ остается теперь доказать, что всѣ рѣшенія сравненія
ж“=^.и (мод. р) удовлетворяютъ сравненію хт—J=0 (мод. р).
Для этого мы замѣтимъ, что сравненіе хю=Ап (мод. р) по воз¬

веденіи его частей въ степень — даетъ

т:т

Xт= А~“ (мод. р).
Вычитая же А изъ обѣихъ частей этого сравненія, найдемъ

tvт

хт— А=А*—А (мод. р),
или

тѵт—(о

хт—А==А (А
(О
— 1) (мод. р).
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Внося сюда величину тст изъ (22), получаемъ
і(р—О

хт—А=вА (А
“
— 1) (мод. р) (23)

Но по (21) А удовлетворяетъ сравненію
і>—1

А
“
=1 (мод. р),

которое по возведеніи его частей въ степень <; будетъ
((р—і)

А “
= 1 (мод. р),

или

Ар—і)

А
ш
— 1 = 0 (мод. р).

Вслѣдствіе же этого сравненіе (23) приводится къ такому

хт— А= 0 (мод. р),
что и оставалось намъ доказать.

Для примѣра возьмемъ сравненіе
Xs — 3 = 0 (мод. 11).

Общій наибольшій дѣлитель 8 и 11—1 есть 2. Слѣд. для

возможности этого сравненія необходимо быть

п—1

3
2
=1 (мод. 11).

п—1

Это условіе выполняется; ибо 3 2
= 35=243, что сравнимо

съ 1 по модулю 11. Рѣшенія же этого сравненія найдутся изъ

сравненія х2—3^= 0 (мод. 11), гдѣ тс опредѣляется условіемъ

|тсез1 (люд. ^),
или

4тс= 1 (мод. 5).
Рѣшая это сравненіе по способу, показанному въ § 15, на¬

ходимъ

тс = 45—2= 64 (мод. 5).

Откуда видимъ, что за тс можно взять 4. Вслѣдствіе этого

сравненіе
ж2— 3^= 0 (мод. 11)
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даетъ
ж2 —81^0 (мод. 11).

Но этому сравненію удовлетворяетъ ж=9 и ж=11—9=2.

Слѣ. рѣшенія сравненія
х8— 3 г= 0 (мод. 11)

суть

ж==2, х=9 (мод. 11).

Изъ доказанной нами теоремы относительно сравненій вида

хт— А= 0 (мод. р) выводимъ слѣдующую:

40. Теорема.

Сравненіе /+1=0 (мод. р) не имѣетъ рѣшенія, если

р
— 1 по освобожденіи отъ общихъ множителей съ т приво¬

дится къ числу нечетному. Въ противномъ случаѣ это сравне¬

ніе имѣетъ со рѣшеній, если р— 1 и т имѣютъ общимъ наи¬

большимъ дѣлителемъ о и эти рѣшенія найдутся изъ сравненія

хт -f- 1 == 0 (мод. р).

Доказательство. По теоремѣ 39 для возможности сравненія

хт -+- 1 = 0 (мод. р)

необходимо, чтобы удовлетворялось сравненіе

р—1

(—1)
“
=1 (мод. р);

а это не можетъ имѣть мѣста, если число нечетное; слѣд.

частное отъ дѣленія р— 1 на со, общій наибольшій дѣлитель

чиселъ т и р—1, должно быть числомъ четнымъ. Если-же

число четное; то условіе
р—і

(—1)
“
== 1 (мод. р)

выполняется, а въ этомъ случаѣ по доказанной нами теоремѣ

сравненіе
хт -+-1 = 0 (мод. р)
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имѣетъ со рѣшеній и эти рѣшенія найдутся изъ сравненія
хш— (— 1)тс==0 (мод. р),

гдѣ тс есть число, удовлетворяющее сравненію

(мод.^).
Но такъ какъ въ послѣднемъ сравненіи модуль число чет¬

ное, а вторая часть не дѣлится на 2; то и первая должна быть

числомъ простымъ съ 2. Откуда слѣдуетъ, что іс число нечетное,
а потому сравненіе

— (— If *з0 (мод. р),

которымъ опредѣляются рѣшенія сравненія
хт ч-1=0 (мод. р),

приведется къ такому

хш -+-1 == 0 (мод. р).

Такъ убѣждаемся мы въ справедливости предложенной нами

теоремы.

На основаніи этой теоремы мы заключаемъ, что сравненіе
ж4 1 = О (мод. 13)

не имѣетъ рѣшенія; ибо общій наибольшій дѣлитель 4 и 13— 1

есть 4, а частное отъ дѣленія 13—1 на 4 есть 3, число нечет¬

ное. Напротивъ сравненіе
ж5 + 1 = 0 (мод. 13)

имѣетъ три рѣшенія; ибо общій наибольшій дѣлитель 9 и 13—1

есть 3, а 3, дѣля 13—1, даетъ въ частномъ число четное 4, и

рѣшенія этого сравненія найдутся изъ сравненія
ж3-ь1 = 0 (мод. 13).

§ 33. До сихъ поръ мы говорили о сравненіи хт—А= О

(мод. р), предполагая р числомъ простымъ. Обращаемся теперь

къ тѣмъ случаямъ, когда здѣсь р число составное. Мы предпо¬

ложимъ р числомъ простымъ относительно и иіи докажемъ,

что въ этомъ случаѣ, если можно удовлетворить сравненію
хт—Дн== 0, принимая за модуль его какое либо изъ простыхъ
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чиселъ, входящихъ въ составъ р, то ему можно удовлетворить

и при модулѣ р.

Мы начнемъ съ частнаго случая, предположивъ, что р=ам,
гдѣ а какое нибудь простое цѣлое, недѣлящее т и А, и пока¬

жемъ, какимъ образомъ изъ рѣшенія сравненія
хт — А== 0 (люд. а)

могутъ быть выведены рѣшенія сравненій

хт — А== 0 (мод. а2), хт — А= 0 (мод. а3), и т. д.

Пусть будетъ а число, удовлетворяющее сравненію
хт— А= 0 (мод. а);

число а не будетъ дѣлиться на а, ибо А по положенію не дѣ¬
лится на а. Для опредѣленія числа, удовлетворяющаго сравне¬

нію хт—А=== 0 (мод. а2), положимъ х
—

а-+-аг и будемъ искать

г подъ условіемъ (а -+- ал)”1 — А == 0 (мод. а2), которое приво¬

дится къ слѣдующему

ат—Ач~тат~1 2а2 г2ч-...ч-а.т гт==0 (мод. а2).

Но здѣсь а есть общій множитель членовъ сравненія и мо¬

дуля; ибо а, будучи числомъ удовлетворяющимъ сравненію

хт— А = 0 (мод. а), въ разности ат— А даетъ число крат¬

ное а; во всѣхъ же прочихъ членахъ сравненія и въ модулѣ чи¬

сло а входитъ множителемъ. Сокращая его, находимъ

— ѵ-ма z н
2
- а ая2 -н..-на z= 0 (мод. а).

Но такъ какъ

т

1.2
- ат 1 as2 ■ ат 1 sm = 0 (мод. а);

то предыдущее сравненіе приведется къ такому

от—А
+- mdп 1

z= О (мод. а).

Это сравненіе, будучи первой степени относительно неиз¬

вѣстнаго z, легко рѣшается. Притомъ не трудно убѣдиться, что

оно всегда имѣетъ рѣшеніе: въ немъ коеффиціентъ при z, бу¬

дучи составленъ изъ произведенія чиселъ т и а простыхъ съ а,
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будетъ число простое съ модулемъ а; въ этомъ же случаѣ срав¬

неніе первой степени всегда имѣетъ рѣшеніе.
Итакъ рѣшеніемъ сравненія

а ~Л
-+- тат ~1

z = 0 (мод. а)

найдется число г, по которому число, удовлетворяющее срав¬

ненію

хт—А==0 (мод. а2),

выразится такъ: х
—

а -+- ѣе. Покажемъ теперь, какимъ обра¬
зомъ по числу Ъ, удовлетворяющему сравненію

хт — А==0 (мод. а2),

найдется число х, для котораго

хт—і= 0 (мод. а3).

Для этого, полагая въ этомъ сравненіи х — Ь-+-о?и, выво¬

димъ

(Ъ-+-оРи)т—А= 0 (мод. а3).

Разлагая же (Ъ -+- а2 и)т по биному Ньютона, сокращая всѣ

члены сравненія и модуль на а? и опуская члены кратные а,

какъ дѣлали выше, найдемъ для опредѣленія и сравненіе

-+- тЬм~'1 и = 0 (мод. а).

Отсюда опредѣлится и. Зная же и, мы опредѣлимъ число,

удовлетворяющее сравненію
хт —■ А= 0 (мод. а3),

изъ уравненія х = Ъ ч- а2 и.

Поступая такимъ образомъ, мы будемъ находить рѣшенія
сравненій хт—А= 0 при модуляхъ а4, а5, и т. д.

Для примѣра найдемъ рѣшеніе сравненія ж5—2=0 (мод. З2).
Сначала рѣшаемъ сравненіе хъ—2 = 0 (мод. 3), которое по

теоремѣ 39-й приводится къ слѣдующему
х— 2ТС= 0 (мод. 3),

гдѣ и опредѣляется условіемъ
5іс = 1 (мод. 2).
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Замѣчая, что этому условію удовлетворяетъ тс = 1, мы для

рѣшенія сравненія хъ — 2 = 0 (мод. 3) находимъ

х — 2 = 0 {мод. 3).

Откуда заключаемъ, что 2 есть число ему удовлетворяющее,

и для рѣшенія сравненія
х5 — 2 = 0 (мод. З2)

полагаемъ: x=2-*-3z, гдѣ z опредѣляется условіемъ

-і- 5.25—1 z= 0 (мод. 3),
или

10 -+- 80я= 0 (мод. 3),

которое по сокращеніи на 10 приводится съ слѣдующему
8^= — 1 (мод. 3).

Между числами, удовлетворяющими этому сравненію, нахо¬

димъ 1; принимая ее за я, мы находимъ, что 2 -+- 3z равно 5 и

это будетъ число, удовлетворяющее сравненію

х5 — 2 = 0 (мод. З2).

Обращаемся теперь къ сравненію хт—А= 0 (мод. р), гдѣ
р какое нибудь число простое съ т и А, и докажемъ, что если

р состоитъ изъ произведенія простыхъ чиселъ а, (3, у, ,

для которыхъ сравненія
хт—А=0 (мод. а), хт—А=0 (мод. (3), хт—.4=0 (мод. у)...
имѣютъ рѣшенія; то можно найти рѣшеніе сравненія

zm — .4= 0 (мод. р).

Пусть будетъ р = ах (З1* уѵ По пріему, показанному нами,

мы найдемъ числа, удовлетворяющія сравненіямъ

хт—А=0 (мод. ах), хт—.4=0 (мод. [Р), хт—.4=0 (мод. уѵ)...
Пусть эти числа будутъ Ж, N, Р, ; по теоремѣ 13-й

всѣ числа, опредѣляемыя сравненіемъ
ж=Ж (мод.

будутъ удовлетворять сравненію

хт—А= 0 (мод. ах);
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числа, опредѣляемыя сравненіемъ
x=N (мод. ^),

будутъ удовлетворять сравненію
хт — А= 0 (мод. ^),

и т. д. Но въ § 30 видѣли, какимъ образомъ можно найти чи¬

сло, удовлетворяющее всѣмъ сравненіямъ
х=М (мод. ах), x=N (мод. (3**), х =Р (мод. уѵ),

и слѣд. всѣмъ сравненіямъ

хт—А==0 (мод. ах), хт—А=0 (мод. ^), хт—А==0 (мод. уѵ)...
А такъ какъ а, (3, у различныя простыя числа; то мо¬

дули этихъ сравненій ах, §**, уѵ, суть числа относительно

другъ друга простыя; а въ этомъ случаѣ эти сравненія по § 9

предполагаютъ
хт—А= 0 (мод. ах^уѵ....).

Такъ мы найдемъ число, удовлетворяющее сравненію

хт—А== 0 (мод. ах^уѵ ),

опредѣливши число, которое удовлетворяетъ сравненіямъ
ж=Ж (мод. ах), х ==ІѴ (мод. у^), х==Р (мод. (Г), ,

гдѣ М, N, Р, числа, опредѣляемыя условіями
Мт—А== 0 (мод. ах);
Nm— А= 0 (мод. р^);
Рт— А= 0 (мод. уѵ);

ГЛАВА VI.

О сравненіяхъ вида ах==А (мод. р).

§ 34. До сихъ поръ мы занимались изслѣдованіемъ такихъ

сравненій, которыя заключаютъ въ себѣ алгебраическую цѣлую
функцію неизвѣстнаго и разсмотрѣли замѣчательнѣйшія изъ этихъ
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сравненій: сравненія первыхъ двухъ степеней и сравненія дву¬
членныя. Теперь переходимъ къ сравненіямъ, которыя содер¬

жатъ неизвѣстное показателемъ. Изъ этихъ сравненій самое за¬

мѣчательное есть ах==А {мод. р), гдѣ р число простое, недѣля¬

щее а ж А. Этимъ сравненіемъ мы теперь и займемся. Относи¬

тельно его легко доказать слѣдующую теорему:

41. Теорема.

Если число а удовлетворяетъ сравненію ах^А {мод. р);
то ему удовлетворяетъ и всякое число, сравнимое съ а по мо¬

дулю р — 1.

Доказательство. Если z сравнимо съ а по модулю р—1; та

z— а дѣлится на р
— 1. Называя ? частное отъ дѣленія z — а

на р, найдемъ
S — а =0— l)q;

откуда слѣдуетъ

Но по теоремѣ Фермата ар~1 и слѣд. а(р~1> 5
сравнимо съ.

1 по модулю р; поэтому

а2-“ = 1 {мод. р).
Имѣя же по положенію

а“ ==А {мод. р),
мы перемноженіемъ этого сравненія съ предыдущимъ находимъ

az = A (мод. р),
что и слѣдовало доказать.

Изъ доказанной нами теоремѣ видно, что если сравненію
ах=А (мод. р) удовлетворяетъ одно число, то ему удовлетво¬

ряетъ безконечное множество другихъ, сравнимыхъ съ первымъ

по модулю р— 1. Но всѣ эти числа, сравнимыя между собою

по модулю р— 1, мы принимаемъ за одно рѣшеніе сравненія
ах == А (мод. р). Въ этомъ значеніи сравненіе

ах= А (мод. р)

будетъ имѣть столько рѣшеній, сколько положительныхъ чиселъ
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меньшихър—1 и слѣд. несравнимыхъ между собою по модулю

р
— 1 ему удовлетворяетъ *). Эти рѣшенія представятся такъ

х===ссѵ х= а2, ,x==an(jиод. р—1),
гдѣ аѵ а2, ап суть положительныя числа, меньшія р—1 и

удовлетворяющія сравненію
ах ==н А (мод. р).

Показавши какъ считаются рѣшенія сравненія ах==Л (мод. р),
мы приступимъ къ опредѣленію числа ихъ и начнемъ съ частнаго

случая А = 1.

Относительно сравненія ах = 1 (мод. р) легко доказать слѣ¬

дующія теоремы:

42. Теорема.

Если сравненію ах == 1 (мод. р) удовлетворяетъ х = а; то

ему удовлетворяетъ всякое число кратное а.

Доказательство. Въ самомъ дѣлѣ, если сравненію ах === 1

(мод. р) удовлетворяетъ х = а; то аа= 1 (мод. р). Это же

сравненіе по возведеніи въ какую нибудь степень п будетъ
апЛ е= 1 (мод. р); откуда слѣдуетъ, что па удовлетворяетъ срав¬

ненію ах= 1 (мод. р).
43. Теорема.

Если сравненію аж= 1 (мод. р) удовлетворяетъ число а;

то ему удовлетворяетъ и общій наибольшій дѣлитель чиселъ а

up— 1.

Доказательство. Эту теорему легко вывести изъ теоремы

36-й, доказанной нами для двучленнаго сравненія хт—1=0

(мод. р), по которой число а, удовлетворяющее этому сравненію,
должно также удовлетворять сравненію хт —1 = 0 (мод. р),
гдѣ а общій наибольшій дѣлитель т и р

— 1, и слѣд. сравненіе
а”*=1 (мод. р) предполагаетъ сравненіе аш= 1 (мод. р), въ

чемъ и заключается предложенная нами теорема.

*) До этого мы доходимъ, повторяя о рѣшеніяхъ сравненія ах~А (мод. р)
тѣже сужденія, которыя дѣлали въ § 12 при опредѣленіи числа рѣшеній
сравненія fx == 0 (мод. р).
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44. Теорема,

Наименьшее число, за исключеніемъ 0, удовлетворяющее
сравненію ах == 1 (мод. р), есть дѣлитель р — 1; прочія же

числа ему удовлетворяющія суть кратныя этого дѣлителя.

Доказательство. Пусть будетъ а наименьшее число, удов¬

летворяющее сравненію ах = 1 (мод. р); по предыдущей тео¬

ремѣ сравненію ах == 1 (мод. р) будетъ удовлетворять общій

наибольшій дѣлитель чиселъ а и р
— 1. Но этотъ дѣлитель чи¬

селъ р— 1 и а, удовлетворяя сравненію ах= 1 (мод. р), дол¬

женъ быть равенъ а; ибо въ противномъ случаѣ онъ былъ бы

меньше а, между тѣмъ какъ по положенію а есть наименьшее

число, удовлетворяющее сравненію ах=\ (мод. р). Итакъ а

должно быть дѣлителемъ числа р— 1.

Теперь докажемъ, что всѣ числа, удовлетворяющія сравненію
ах= 1 (мод. р), суть кратныя а. Для этого мы замѣчаемъ, что

по предыдущей теоремѣ сравненіе ах==1 (мод. р) предполагаетъ

аш= 1 (мод. р), гдѣ со общій наибольшій дѣлитель чиселъ х и

р—1. Это же сравненіе вмѣстѣ съа“=1 (мод. р) предполагаетъ

(см. теор. 35) аы'== 1 (мод. р\ гдѣ со' общій наибольшій дѣли¬

тель а и со. Но со' должно быть равно а; иначе со', будучи об¬

щимъ наибольшимъ дѣлителемъ а и о, было бы меньше а, и

такъ какъ со' удовлетворяетъ сравненію ах == 1 (мод. р), то мы

бы нашли въ со' число меньше а, которое удовлетворяетъ срав¬

ненію ах = 1 (мод. р), что противно положенію. Итакъ и ра¬

вно а. Но мы видѣли, что со есть общій наибольшій дѣлитель х и

р—1; слѣд. «, равное»', дѣлитъ со и ж, что и слѣдовало доказать.

Такъ замѣчая, что наименьшее число (послѣ 0), удовлетво¬

ряющее сравненію 2Х==1 (мод. 31), есть 5, мы заключаемъ, что

только числа кратныя 5 будутъ удовлетворять этому сравненію.
По доказанной нами теоремѣ мы заключаемъ, что наимень¬

шее число, удовлетворяющее сравненію ах = 1 (мод. р), есть

одинъ изъ дѣлителей р—1 [изъ этого числа не исключается само

р—1, которое по теоремѣ Фермата удовлетворяетъ сравненію
ар~‘=1 (мод. 2?)], и если это число есть а, то всѣ числа, удов-

8
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летворяющія этому сравненію, начиная отъ О, представятся та¬

кимъ рядомъ

О, а, 2а, ;

откуда видно, что

О, а, 2а, ,
а (^ — і)

суть единственныя числа, удовлетворяющія сравненію ах= 1

(мод. р) и меньшія р—1; слѣд. рѣшенія сравненія ах=1 (мод. р)

суть

ж == О, ж==а, ж=2а, ж==га^^— 1^ (мод. р — 1),
Р—1

и число ихъ есть -

а

Такъ замѣчая, что наименьшее число, удовлетворяющее

сравненію 2х=\ (мод. 31), есть 5, мы заключаемъ, что этосрав-

неніе имѣетъ —^—
= 6 рѣшеній, которыя суть

ж= 0, ж==5, ж= 2.5, ж=3.5, ж= 4.5, ж= 5.5 (мод. 30).

Мы нашли, что число рѣшеній сравненія ах == 1 (мод. р)
опредѣляется отношеніемъ р — 1 къ а, гдѣ а наименьшее число,

удовлетворяющее этому сравненію. Отсюда слѣдуетъ, что это

сравненіе имѣетъ одно только рѣшеніе, если наименьшее число,

удовлетворяющее этому сравненію, есть р—1.

§ 35. Переходимъ теперь въ сравненіямъ ах = А (мод. р)
гдѣ А какое нибудь число, недѣлящееся на р, и докажемъ слѣ¬

дующую теорему.

45. Теорема.

Если сравненію (f = А (мод. р) удовлетворяетъ X, а наи¬

меньшее число, удовлетворяющее сравненію ах=1 (мод. р), есть

• р—1
а; то первое сравненіе имѣетъ рѣшети, которыя суть

ж—: А, ж=Х-ьа, Ж=Х~\—2а,... ж=Х —і— — — 1 ^ а(лісд. р—1).

Доказательство. Если X и а удовлетворяютъ сравненіямъ

ах= А, ах = 1 (мод. р);

ах = А, о“ == 1 (мод. р).

Возведя обѣ части послѣдняго сравненія въ какую нибудь сте-

то
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пень п и перемноживъ его почленно съ а1=А (мод. р), находимъ

ак^ѣ*= А (мод. р).

Откуда ясно, что Xн-па удовлетворяетъ сравненію /si

(мод. р), какое бы ни было цѣлое число п.

Не трудно также убѣдиться, что кромѣ чиселъ вида А-+- ап,

нѣтъ другихъ, способныхъ удовлетворить сравненію ах==А

(мод. р).
Въ самомъ дѣлѣ, если axs= А (мод. р), то ах= аА (мод. р)\

ибо, по положенію, X удовлетворяетъ сравненію ах===А (мод. р).
Но сокращая сравненіе ах==ах (мод. р) на а1, находимъ ax~A=s 1,

(мод. р), что по 44-й теоремѣ, предполагаетъ дѣлимость х— X

на а. Полагая ate частное отъ дѣленія х—X на а равнымъ п, на¬

ходимъ х — X = ап и сдѣд. х= X -+- ап.

Итакъ числа, удовлетворяющія сравненію ах == А (мод. р),
опредѣляются Формулою ж= X н- алъ, гдѣ п какое нибудь число.

Но эта Формула при значеніяхъ п сравнимыхъ по модулю

даетъ числа сравнимыя между собою по модулю р—1;иобратпо

при двухъ значеніяхъ п, не сравнимыхъ по модулю , значе-

пія X-нот будутъ также не сравнимы. Въ этомъ мы убѣждаемся,
замѣтивъ, что сравненіе

X -+- an == X -+- ап (мод. p
— 1)

по уничтоженіи X и сокращеніи а въ обѣихъ частяхъ сравненія
и модухѣ приводится къ слѣдующему

п=.ѵь (мод.
Но по модулю всѣ числа сравнимы съ однимъ изъ слѣ¬

дующихъ

которыя не сравнимы между собою; слѣд. всѣ числа, опредѣляе¬

мыя Формулою х — X -+- ап, будутъ сравнимы по модулю р съ

однимъ изъ чиселъ

X, X -+- а, X -+- 2а, , X н- а — 1^;
сами же они другъ съ другомъ будутъ не сравнимы. А потому

8*
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всѣ числа вида Хн-иа, или, что одно и тоже, удовлетворяющія

сравненію ах=А (мод. р), опредѣлятся сравненіями

и эти сравненія всѣ различны между собою; откуда и слѣдуетъ
предложенная нами теорема.

Такъ замѣчая, что сравненію 2Ж= 13 (мод. 17) удовлетво¬

ряетъ х=6, наименьшее же число, удовлетворяющее сравненію
2Х=1 (мод. 17), есть 8, мы заключаемъ, что сравненіе 2а?==13

(мод. 17) имѣетъ —g—,
или 2 рѣшенія, которыя суть

§ 36. На основаніи доказанной нами теоремы число рѣше¬
ній сравненія ах==А (мод. р), въ случаѣ его возможности, опре¬

дѣляется числомъ рѣшеній сравненія ах=1 (мод. р). Теперь мы

разсмотримъ особенно тотъ случай, когда сравненіе сС° == 1

(мод. р) имѣетъ одно рѣшеніе и слѣд. наименьшее число, удов¬

летворяющее сравненію ах= 1 (мод. р)) есть р
— 1. Въ этомъ

случаѣ число а получаетъ названіе первообразнаго корня числа

р и сравненіе ах= А (мод. р) особенно замѣчательно по своимъ

приложеніямъ. Этимъ сравненіемъ мы теперь и займемся. Отно¬

сительно его мы докажемъ слѣдующую теорему:

Если а есть первообразный корень числа р, и А не дѣлится

на р; то сравненіе ах= А (мод. р) имѣетъ одно рѣшеніе.
Доказательство. Въ самомъ дѣлѣ, по свойству первообраз¬

наго корня а наименьшее число, удовлетворяющее сравненію
ах=1 (мод. р), есть р — 1. Но въ этомъ случаѣ по предыдущей

теоремѣ сравненіе ах== А (мод. р) или имѣетъ одно рѣшеніе
или не имѣетъ ни одного. Докажемъ же, что послѣднее не мо¬

жетъ имѣть мѣста при А недѣлящемся на р. Для этого допу¬

стивъ, что сравненіе ах=А (мод. р) не имѣетъ рѣшенія, мы за¬

мѣчаемъ, что А, не будучи кратнымъ р, при дѣленіи на р даетъ

въ остаткѣ одно изъ чиселъ

х==6, х= 6 -л-8 (мод. 16).

46. Теорема.

1, 2
, Р
— 1,
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и слѣд. съ однимъ изъ этихъ чиселъ будетъ сравнимо по мо¬

дулю р. Пусть это число будетъ г. Имѣя А=г (мод. р), мы изъ

сравненія <f= А (мод. р) выведемъ ах = г (мод. р), которое не

будетъ имѣть рѣшенія; ибо по положенію не имѣетъ его срав¬

неніе ах=А (мод. р). Но такъ какъ а число простое съ р; то а0,
а1, а2, ар~2 не дѣлятся на р, и слѣд. каждое изъ нихъ по

модулю р сравнимо съ однимъ изъ чиселъ

1, 2, 3, р—1.

Откуда слѣдуетъ, что всѣ^>— 1 чиселъ 0, 1, 2, р—2 удо¬
влетворяютъ какому либо изъ р

— 1 сравненій
ах == 1, а* = 2, ах= 3, ах=р— 1 (мод. р).

Но такъ какъ одно изъ нихъ есть ах == г (мод. р), которое
не имѣетъ рѣшенія; то всѣ р—1 чиселъ 0, 1, 2, р — 2

должны удовлетворять остальнымъ р—2 сравненіямъ, и слѣд.
по крайней мѣрѣ одному изъ нихъ удовлетворяютъ два числа

изъ ряда 0, 1, 2, р— 2, что не возможно; ибо это предпо¬

лагаетъ въ этомъ сравненіи два рѣшенія. Итакъ нельзя допу¬

стить, чтобы сравненіе ах =А (мод. р) при А недѣлящемся на

р не имѣло рѣшенія, а это и слѣдовало доказать.

На основаніи этой теоремы мы заключаемъ, что если а есть

первообразный корень числа р; то для всякаго числа А, недѣля¬
щагося на р, сравненіе ах == А (мод. р) будетъ имѣть одно рѣше¬
ніе, и слѣд. будетъ удовлетворяться однимъ числомъ меньшимъ

р—1 и не меньшимъ нуля. Такое число называютъ указателемъ

числа А; первообразный же корень а получаетъ въ этомъ случаѣ
названіе, основанія указателей. Итакъ число х будетъ указате¬
лемъ числа А, по основанію а, если х, будучи меньше р

— Іи

не меньше 0, удовлетворяетъ сравненію ах==А (мод. р), и въ

этомъ случаѣ мы будемъ писать такъ

х — Ind. А.

По сказанному нами мы найдемъ Ind. А, рѣшая сравненіе
ах = А (мод. р) и выбирая между числами удовлетворяющими

ему то, которое меньше р—1 и не меньше нуля. Такъ при од¬

нихъ и тѣхъ же модулѣ р и основаніи а мы найдемъ одну вели-
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чину для указателя какого либо числа А, недѣлящагося на р.

Обратно зная, что Ind. А = х, мы для опредѣленія числа А бу¬

демъ имѣть сравненіе ах=А (мод. р). Но этимъ не опредѣляется
вполнѣ число А; этому сравненію удовлетворяютъ всѣ числа,

сравнимыя съ А по модулю р, и слѣд. всѣ они имѣютъ одинъ и

тотъ,же указатель. Итакъ зная указатель А, мы будемъ знать

только число, съ которымъ А сравнимо по модулю р. Это число

опредѣляется сравненіемъ А^=ах (мод. р), при x = Ind.A.

Пояснимъ это примѣромъ. Пусть будетъ р—7. Такъ какъ срав¬

ненію 3“==! (мод. 7) нс удовлетворяютъ числа 1, 2, 3, 4, 5;
то 3 есть первообразный корень числа 7. Примемъ же его за

основаніе и найдемъ указателей 1, 2, 3, 4, 5, 6, которые будутъ
также указателями всѣхъ чиселъ, сравнимыхъ съ 1, 2, 3, 4, 5, 6

по модулю 7.

Чтобы найти указателя 1, мы должны рѣшить сравненіе
3*=1 (мод. 7).

Но ему, очевидно, удовлетворяетъ 0; слѣд.

Ind. 1 = 0.

Не трудно убѣдиться, что и всегда указатель 1 есть 0; ибо

сравненію <f == 1 (мод. р) всегда удовлетворяетъ х — 0.

Чтобы найти указателей 2, 3, 4, 5, 6, мы должны рѣшить
сравненія

3*= 2, 3*=3, 3*= 4, 3*=5, 3*5=6 (мод. 7),
и между числами имъ удовлетворяющими найти тѣ, которыя

меньше 7—1 и не меньше 0; а это приводится къ тому, чтобы

найти, которое изъ чиселъ

З1, З2, З8, З4, З5

сравнимо съ 2, 3, 4, 5, 6 по модулю 7. Но такъ какъ эти числа

равны

3, 9, 27, 81, 243,
и остатки отъ дѣленія ихъ на 7 суть

3, 2, 6, 4, 5;
то мы заключаемъ, что

34 = 3, 32 = 2, 38=С, 34= 4, 355е= 5 (мод. 7).
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Слѣд.
Ind. 3 = 1, Ind. 2 = 2, Ind. 6 = 3, Ind. 4 = 4, Ind. 5 = 5.

Отсюда для олредѣленія указателей чиселъ 1, 2, 3, 4, 5, 6

по модулю 7 и основанію 3, выходитъ такая таблица

Ind 1 = 0,
Ind. 2 = 2,
Ind. 3=1,
Ind. 4 = 4,
Ind. 5 = 5,
Ind. 6 = 3.

По этой таблицѣ мы находимъ указатель всякаго числа А,
простаго съ 7, замѣчая, что такое число будетъ сравнимо по мо¬

дулю 7 съ однимъ изъ чиселъ 1,2, 3, 4, 5, би слѣд. съ этимъ

числомъ имѣетъ одного указателя. Такъ для опредѣленія указа¬
телей 20 и—18, мы находимъ, что по модулю 7 эти числа срав¬

нимы съ 6 и 3. Откуда слѣдуетъ
Ind. 20 = Ind. 6 = 3,

Ind. — 18 = Ind. 3 = 1.

Для опредѣленія чиселъ по данному указателю мы преды¬

дущую таблицу расположимъ такъ:

0 = Ind. 1,
1 = Ind. 3,
2 = Ind. 2,
3 = Ind. 6,
4 = Ind. 4,
5 = Ind. 5.

По этой таблицѣ мы найдемъ, какое изъ чиселъ 1,2, 3, 4, 5, 6

имѣетъ данный указатель. Такъ найдемъ, что указатель 3 прина¬

длежитъ числу 6. Откуда заключаемъ, что всѣ числа, имѣющія

указателемъ 3 по модулю 7 и основанію 3, сравнимы съ 6 по

модулю 7.

Изъ сказаннаго нами видно, что составленіе таблицъ указа¬

телей не представляетъ никакихъ затрудненій, когда найдены

первообразные корни. Но какъ найти ихъ— мы покажемъ впо¬

слѣдствіи. Теперь же мы займемся изложеніемъ свойствъ указа-
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телей, на основаніи которыхъ таблицы ихъ могутъ быть употре¬

бляемы съ чрезвычайною выгодою при рѣшеніи многихъ вопро¬

совъ Теоріи чиселъ. Въ концѣ этой книги помѣщены таблицы

указателей для модулей меньшихъ 200. Онѣ заимствованы нами

изъ лекцій Алгебрическаго и Транцендентнаго Анализа Г-на

Академика Остроградскаго. Таблицы подъ буквою I служатъ
для опредѣленія указателей по данному числу; таблицы же подъ

буквою N по данному указателю служатъ для опредѣленія чи¬

селъ. Въ тѣхъ и другихъ таблицахъ данное (будетъ ли это ука¬

затель или число) разбивается на десятки и единицы; единицы

находятся въ верхней строкѣ, десятки въ крайней лѣвой; иско¬

мое же находится на одной вертикальной съ единицами и на

одной горизонтальной съ десятками.

Такъ, чтобы найти указателя 167 по модулю 193, мы въ

таблицѣ подъ буквою I для модуля 193 ищемъ въ верхней
строкѣ 7, а въ крайней слѣва 16; число же на одной горизон¬
тальной съ 16 и на одной вертикальной съ 7 есть 101; это и

есть искомый указатель 167. Обратно, желая опредѣлить при

томъ же модулѣ и основаніи какія числа имѣютъ указателемъ

101, мы въ таблицѣ подъ буквою N въ верхней строкѣ ищемъ

1, въ крайней 10; соотвѣтствующее имъ число въ таблицѣ 167.

Откуда заключаемъ, что числа, имѣющія указателемъ 101, срав¬

нимы съ 167 по модулю 193.

§37. Займемся теперь изслѣдованіемъ свойствъ указателей,
на которыхъ основывается употребленіе ихъ таблицъ.

47. Теорема.

При модулѣ р указатель произведенія нискольким чиселъ

сравнимъ съ суммою им указателей по модулю р — 1.

Доказательство. Пусть будутъ Л, В, С,.... данныя числа и

і, г', г",.... ихъ указатели по модулю р и основанію а; по свой¬

ству указателей будетъ

аг = А, aif= B, а{"= О,.... (мод. р).
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Перемножая эти сравненія между собою, найдемъ

лш ^^
Но если I есть указатель ЛВС.....] то

а,1—АВС..... (мод. р).
Изъ этого же сравненія и предыдущаго выходитъ

г-ьг'-ьг"-ь-.... I
, ч

а =а (мод. р),
что по сокращеніи на а1 даетъ

а =1 (мод. р).
Итакъ число г-ь-і'-і-г'н-....—I удовлетворяетъ сравненію

ах= I (мод. р), а это по теоремѣ 44-й предполагаетъ, что это

число есть кратное наименьшаго числа, удовлетворяющаго срав¬

ненію ах=1 (мод. р), которое по свойству первообразныхъ кор¬

ней есть р — 1. Слѣд. разность і -+- гі" -ь-....— I дѣлится на

р— 1, а это выражается сравненіемъ
І=і-+-І-л-і н- (мод. р—1),

что и слѣдовало доказать.

Такъ по модулю 199 и основанію 127 находимъ

Ind. 2 = 194, Inti. 5 = 6, Ind. 19 = 11,

слѣдовательно
Ind. 2. 5.19 = 194-4-6-1-11 (мод. 198),

или

Ind. 190 = 211 (мод. 198).

Замѣчая, что число меньшее 198 и сравнимое съ 211 по

модулю 198 есть 13, мы заключаемъ, что Ind. 190 = 13. Такъ

мы можемъ всегда найти указателя составнаго числа, зная ука¬

зателей простыхъ чиселъ, входящихъ въ составъ его.

На основаніи доказанной нами теоремы мы заключаемъ, что

указатель степени сравнимъ по модулю р—1 съ произведеніемъ
показателя степени на указателя корня. Въ самомъ дѣлѣ, мы

нашли, что

Ind. АВС..... = Ind. А +- Ind. В-t- Ind. С..... (мод. р— 1).

Предполагая здѣсь А=В—С= и называя п число чи-
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селъ А, В, G, ,
мы находимъ

Ind. An == n. Ind. А (мод. p — 1).
Такъ при модулѣ 199 находимъ Ind. 23=3Ind. 2 (мод. 198).

Но Ind. 2 есть 194. Слѣд. Ind. 23==3.194 = 582 (мод. 198).

48. Теорема.

Если х удовлетворяетъ сравненію Ах11 == В (мод. р), гдѣ А

и В числа недѣлящіяся на р и р число простое, то указатель

х удовлетворяетъ сравненію п. Ind. х == Ind. В— Ind. А (мод.
р
— 1).

Доказательство. Такъ какъ два числа, сравнимыя по мо¬

дулю р, имѣютъ одного указателя при томъ же модулѣ, то изъ

сравненія
Ах11=В (мод. р)

выходитъ

Ind. Ах” == Ind. В.

Но по предыдущей теоремѣ Ind.Axn по модулю р—1 сравнимъ

съ Ind. А ч- Ind. ж”, a Ind. хп сравнимъ съ п Ind. ж; слѣдова¬

тельно

Ind. A-t-n Ind. x == Ind. В (мод. p
— 1);

откуда выходитъ

n. Ind. x = Ind. В—Ind. А (мод. p — 1),
что и слѣдовало доказать.

На основаніи этой теоремы легко рѣшаются всѣ сравненія

вида Ахп=В (мод. р) при р простомъ, А иВнедѣлящихся на р.

Сюда относятся сравненія первой степени, сравненія второй сте¬

пени вида ж2==2 (мод. р) и всѣ сравненія двучленныя.

Начнемъ съ приложенія этой теоремы къ сравненіямъ пер¬

вой степени. Если данное сравненіе есть Ах=вВ (мод. р); то на

основаніи предыдущей теоремы найдемъ

Ind. х == Ind. В — Ind. А (мод. p— 1).

Замѣчая, что Ind. x не можетъ быть менѣе 0 и болѣе р—2,

мы изъ этого сравненія найдемъ его величину, опредѣляя наи¬

меньшее положительное число, сравнимое съ Ind. В— Ind. А
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по модулю р— 1. Найдя указателя ж, мы но таблицѣ найдемъ

число, съ которымъ х сравнимо по модулю р; это и будетъ иско¬

мое рѣшеніе.
Такъ для рѣшенія сравненія

10ж== 9 (мод. 11)
находимъ

Ind. х= Ind. 9 — Ind. 10 (мод. 10).
Но изъ таблицъ указателей видимъ, что

Ind. 9 = 6, Ind. 10 = 5;

откуда выходитъ

Ind. х == 6 — 5 = 1 (мод. 10),
и слѣдовательно Ind.x= 1. Но Ind.x— 1 соотвѣтствуетъ
ж = 2, слѣд. ж= 2 (мод. 11).

Для рѣшенія сравненія ж2 == q (мод. р), мы изъ предыдущей

теоремы выводимъ

2 Ind. х == Ind. q (мод. р
— 1).

Предполагая здѣсь р числомъ нечетнымъ, мы замѣчаемъ,
что коеФФиціентъ искомаго Ind x и модуль имѣютъ общимъ

наибольшимъ дѣлителемъ 2. Изъ этого по теоремѣ 18-й мы за¬

ключаемъ, что это сравненіе и слѣд. ж2= q (мод. р) не имѣютъ

рѣшенія, если Ind.q не дѣлится на 2. Въ противномъ случаѣ
по теоремѣ 19-й сравненіе 2 Ind. ж = Ind.q (мод. р — ^бу¬
детъ имѣть два рѣшенія и слѣд. найдется два числа въ ряду О,
1, 2, р—2, ему удовлетворяющія. Эти числа будутъ значенія

Ind. ж и по нимъ мы найдемъ два рѣшенія сравненія ж2 ==q

(мод. р).

Для примѣра возьмемъ сравненіе
ж2== 10 (мод. 101).

Рѣшеніе его приведется къ сравненію
2 Ind.x==z Ind. 10 (мод. 100).

Но по таблицамъ находимъ Ind. 10 = 25, что на 2 не дѣ¬

лится, слѣд. это сравненіе не имѣетъ рѣшенія.. Дѣйствительно,
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опредѣляя значеніе (щ)> находимъ

что обнаруживаетъ невозможность сравненія ж2==10 (мод. 101).
Для другаго примѣра возьмемъ сравненіе

ж2 =30 (мод. 107).

Рѣшеніе этого сравненія приводится къ такому

2 Ind. ж = Ind. 30 (мод. 106).
Но Ind. 30 есть 80, число четное. Слѣд. это сравненіе

имѣетъ рѣшеніе.
Рѣшая сравненіе

2 Ind. ж= 80 (мод. 106),
мы находимъ, что наименьшія числа, ему удовлетворяющія, суть

40 и 93. Слѣд.
Ind.x = 40, Ind.x = 93.

Но эти указатели соотвѣтствуютъ числамъ 64 и 43. Слѣд.

рѣшенія сравненія ж2= 30 (мод. 107) суть

ж =64, ж= 43 (мод. 107).

Обращаемся теперь къ рѣшенію двучленныхъ сравненій
ж" == В (мод. р).

Рѣшеніе этого сравненія по предыдущей теоремѣ приводится

къ слѣдующему
п. Ind. х= Ind. В (мод. р — 1).

По теоремѣ 18-ой это сравненіе будетъ невозможно, если

общій наибольшій дѣлитель чиселъ пъ р—1 не дѣлитъ Ind. В,

слѣд. въ этомъ случаѣ сравненіе
ж”= і? (мод. р)

не имѣетъ рѣшенія. Если же общій наибольшій дѣлитель п и

р—1 есть со, и а дѣлитъ Ind. В\ то сравненіе
п. Ind. х == Ind. В (мод. р— 1)

по теоремѣ 19-й имѣетъ со рѣшеній. Откуда выходитъ со раз¬

личныхъ значеній Ind. ж, и слѣд. о рѣшеній сравненія ж” === 2?
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(мод. р); все это подтверждаетъ намъ 39-ю теорему, по кото¬

рой сравненіе хп=В (мод. р) или не имѣетъ рѣшенія или имѣетъ

ихъ столько, сколько единицъ въ общемъ наибольшемъ дѣли¬

телѣ чиселъ пир— 1.

Для примѣра возьмемъ сравненіе ж12 = 17 (мод. 127). Для
рѣшенія этого сравненія выводимъ

12 Ind. ж= Ind. 17 (мод. 126).

Находя для величины Ind. 17 число 118, которое не дѣ¬
лится на 6, общаго наибольшаго дѣлителя 12 и 126, мы заклю¬

чаемъ, что сравненіе
12 Ind. x= Ind. 17 (люд. 126),

и слѣд. сравненіе
ж12 =17 (мод. 127),

не имѣетъ рѣшенія.
Для другаго примѣра возьмемъ сравненіе

ж12= 38 (мод. 127).
Изъ этого сравненія выходитъ

12 Ind. ж= Ind. 38 (мод. 126),
или

12 lnd.x== 60 (мод. 126).

Здѣсь 60 дѣлится на 6, общій наибольшій дѣлитель чиселъ

12 и 126. Слѣд. это сравненіе имѣетъ 6 рѣшеній; эти рѣшенія
мы найдемъ по 19-й теоремѣ, сокращая въ предыдущемъ срав¬

неніи модуль и обѣ части на 6. Это даетъ намъ

2 Ind. ж = 10 (мод. 21).
Рѣшая это сравненіе, мы находимъ, что наименьшее число,

ему удовлетворяющее, есть 5. Откуда для рѣшенія сравненія
12 Ind. ж= 60 (мод. 126)

выходитъ

Ind.x== 5, Ind. ж=26, Ind. x= 47, \
Ind.x===: 68, Ind.ж= 89, Ind.x==110. J

^M0^'

Изъ этихъ же сравненій слѣдуютъ такія 6 значеній Ind. х

5, 26, 47, 68, 89, ПО.
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Но этимъ указателямъ соотвѣтствуютъ числа

65, 30, 92, 62, 97, 35.

Слѣд. рѣшенія сравненія ж12 =17 (мод. 127) суть

ж==65, ж=30, ж=92, ж=62, ж=97, ж=35 (мод. 127).

§ 38. Переходимъ теперь къ опредѣленію первообразныхъ
корней и докажемъ, что всякое число а простое съ р и неудов¬

летворяющее сравненіямъ

Р—1 р— 1 р—1

а
1

=1, й
^ =1, а

11 == 1,... (мод. р),

гдѣ а, (3, у,.... суть простыя числа, входящія въ составъ р—1,
есть первообразный корень числа р.

Мы видѣли, что а будетъ первообразнымъ корнемъ числа р,

если сравненіе ах= 1 (мод. р) не удовлетворяется числомъ мень¬

шимъ р—1. Покажемъ же, что это будетъ имѣть мѣсто въ сдѣ¬
ланныхъ нами предположеніяхъ. Для этого мы допустимъ про¬

тивное и обнаружимъ несообразность его.

Если сравненіе ах=1 (мод. р) удовлетворяется при %<р—1;
то по теоремѣ 43-й удовлетворяется сравненіе «“ = 1 (мод. р),
гдѣ о общій наибольшій дѣлитель чиселъ р

— 1 и ж, и слѣд. о

меньше р
— 1. Поэтому дробь приведется къ цѣлому числу,

превосходящему 1. Но въ составъ этого числа могутъ входить

только числа а, (3, у, , входящія въ составъ р—1; слѣдов.

одно изъ чиселъ а, (3, у, дѣлитъ частное —^ • Пусть же

это будетъ (3 и частное отъ дѣленія на (3 пусть будетъ
Имѣя

Р—1

МЫ выводимъ

р—1

На основаніи же этого уравненія, мы изъ сравненія

а“= 1 (мод. р),
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возводя обѣ части его въ степень с, находимъ

p-л

а ^
= 1 {мод. р),

что противно положенію.

Итакъ сравненіе ах= 1 (мод. р) не можетъ удовлетворяться

при х <р—1, а потому а есть первообразный корень числам,
что и слѣдовало доказать.

На основаніи этого не трудно доказать слѣдующую теорему:

49. Теорема.

Если для а не возможны сравненія
ж“ == а, я?= а, ху= а, (мод. р),

гдѣ а, р, у, суть простыя числа, входящія въ составъ

р
— 1; то а есть первообразный корень. Въ противномъ случаѣ

а не есть первообразный корень.

Доказательство. По теоремѣ 39-й отсутствіе рѣшеній въ

сравненіяхъ
ж“ == а, х$ = а, ху==а, (мод. р),

гдѣ а, р, у, суть дѣлители р— 1, предполагаетъ, что срав¬

ненія
р—1 р— 1 р

—1

а
“
= 1, а ^ =1, а

т = 1, (мод. р)

не имѣютъ рѣшенія, а въ этомъ случаѣ, какъ доказали, число

а есть первообразный корень числа р.

Напротивъ того, если какое нибудь изъ сравненій

xa=sa, яР===а, ху===а, (мод. р)

удовлетворяется; то имѣетъ мѣсто одно изъ сравненій
Р—1 р—1 р— 1

а
1
=1, а

^
=1, а у ==1,.... (мод. р),

и слѣд. число а не есть первообразный корень.

§ 39. На основаніи этой теоремы легко найти всѣ числа въ

ряду 1, 2, 3, р—1, которыя не суть первообразные
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корни. По доказанной нами теоремѣ, если а не есть первообраз¬
ный корень р, то какое пибудь изъ сравненій

хл = а, х^= а, ху==а, (мод. р)
имѣетъ рѣшеніе, а это мы узнаемъ потому, что одно изъ срав¬

неній

1в=«, 2“==a,
о a л

.. (р--1 )'
1 Р= а, 2^ = а, III

00.СО •• (Р--I)1
1 Y==a, 2 3у — а,... .. (р--іу

(мод. р)

удовлетворяется. Слѣд. число а, не будучи первообразнымъ кор¬

немъ, будетъ сравнимо по модулю р съ однимъ изъ чиселъ

1а, 2а, За, (Р-1)Ѵ
1Р, 2р, ЗР, (р— 1)Р,
1Г, 2*, 3*, (Р~1)\

а потому между остатками отъ дѣленія этихъ чиселъ на р най¬

дутся всѣ числа, которыя меньше р и не первообразные корни р.

Выкинувъ же эти числа изъ ряда

1) 2, 3, 4, , р 1,
мы найдемъ всѣ первообразные корни меньшіе р. Что же ка¬

сается до чиселъ, которыя превосходятъ р и имѣютъ свойство

первообразныхъ корней, они, какъ не трудно убѣдиться, будутъ
сравнимы съ первыми по модулю р\ мы на чихъ не будемъ оста¬

навливаться, потому что они ничего особеннаго не представля¬

ютъ и, говоря о числѣ первообразныхъ корней р, мы будемъ ра¬

зумѣть только тѣ, которые меньше р.

Приложимъ сказанное нами къ опредѣленію первообразныхъ
корней числа 13. Такъ какъ въ составъ 13—1 входятъ 2 и 3;
то въ ряду 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12 всѣ числа, от¬

личныя отъ остатковъ дѣленія

12, 22, З2, 42, 52, 62, 72, 82, 92, ІО2, II2, 122,

13, 23, 3s, 48, 53, 63, 7s, 83, 93, ІО3, II3, 123,

на 13, будутъ первообразные корни.
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Но дѣля

l3, 22, 32, 4s, 52, 62, 72, 82, 92, ІО2, ll2, 122

на 13, мы находимъ такой рядъ остатковъ

1, 4, 9, 3, 12, 10, 10, 12, 3, 9, 4, 1;
дѣля же

Is, 2s, З8, 43, 53, 6s, 73, 88, 98, ІО8, ll8, 128,
находимъ остатки

1, 8, 1, 12, 8, 8, 5, 5, 1, 12, 5, 12.

Исключая изъ ряда

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12

числа равныя этимъ остаткамъ, находимъ, что первообразные

корни числа 13 суть

2, 6, 7, 11.

§ 40. Показанный нами способъ опредѣленія первообраз¬
ныхъ корней, замѣчательный тѣмъ, что даетъ всѣ эти корни,

становится почти не выполнимымъ, когда ищутъ первообразные

корни числа довольно большаго. Въ этомъ случаѣ легче бываетъ

найти одинъ изъ первообразныхъ корней (чего для насъ, какъ

увидимъ, совершенно достаточно), пробуя различныя числа воз¬

водить въ степени и искать, которая изъ нихъ сравнима съ 1 по

модулю р, числу котораго ищемъ первообразный корень. Если

возводя а въ степени 1, 2, 3, мы дойдемъ до ар~1, не

найдя между ними числа сравнимаго съ 1 по модулю р, мы за¬

ключаемъ, что а есть первообразный корень числа р. Если же

мы найдемъ, что а”==1 (люд. р), гдѣ п меньше р—1; то мы убѣ¬
димся, что а не первообразный корень. Въ этомъ случаѣ мы бу¬
демъ искать число, котораго наименьшая степень, сравнимая съ

единицею по модулю р, превосходила бы п и такое число мы

всегда найдемъ, поступая слѣдующимъ образомъ.
Мы возьмемъ число изъ ряда

1, 2, 3, р— 1,
отличное отъ остатковъ дѣленія

а1, а2, а8, а"

на р и станемъ искать низшую степень его, сравнимую съ еди-
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нидею по модулю р. Пусть выбранное нами число будетъ Ъ и

низшая степень его, сравнимая съ единицею, будетъ т. Не трудно

убѣдиться, что т не будетъ ни равнымъ п, ни дѣлителемъ п; ибо

въ томъ и другомъ случаѣ число Ъ удовлетворяло бы сравненію
Ь”== 1 (мод. р), что не возможно по теоремѣ 38-й при Ъ несрав¬

нимомъ съ а1, а2, ап~1 по модулю р и п наименьшемъ

числѣ, удовлетворяющемъ сравненію ап = 1 (мод. р). Поэтому
или т будетъ больше п и слѣд. само Ъ будетъ числомъ, кото¬

раго низшая степень, сравнимая съ единицею, превосходитъ п,

или т, будучи меньше п, въ составѣ своемъ будетъ заключать

множителя недѣлящаго п. Въ послѣднемъ случаѣ мы легко най¬

демъ по а, Ъ, т и п число, котораго низшая степень, сравнимая

съ единицею, превосходитъ п. Для этого мы найдемъ общаго

наибольшаго дѣлителя чиселъ т и п, и этого дѣлителя разло¬

жимъ на два множителя тс и <; такъ, чтобы ^ н
*

были числа

относительно другъ друга простыя *); потомъ найдемъ значеніе

ait Ы или числа сравнимаго съ нимъ по модулю р. Такого числа

низшая степень, сравнимая съ единицею, будетъ всегда болѣе п.

Чтобы убѣдиться въ этомъ, мы докажемъ, что если

с = ап If, сж== 1 (мод. р);

то N дѣлится па ^ и слѣд. низшая степень с, сравнимая съ еди¬

ницею по модулю р, превосходитъ щ ибо тсс, будучи общимъ дѣ¬

лителемъ т и п, гдѣ т не дѣлитъ п, будетъ меньше т.

Чтобы доказать дѣлимость N на ^, гдѣ

cN;= 1, с == а71 ¥ (мод. р),
мы замѣчаемъ, что изъ этихъ сравненій по исключеніи с выхо¬

дитъ

a*Nbc‘N= 1 (мод. р).

*) Чтобы сдѣлать такое разложеніе со, общаго наибольшаго дѣлителя чи¬

селъ ж и и, мы разложимъ его на произведеніе простыхъ чиселъ и возьмемъ

въ составъ tz тѣ простыя числа, которыхъ показатели въ со не ниже показа¬

телей въ щ въ составъ же с; возьмемъ тѣ простыя числа, которыхъ показатели

въ со не ниже чѣмъ въ т. Что-же касается до простыхъ чиселъ, которыхъ
показатель въ типи слѣд. въ со одинъ и тотъ-же, мы ихъ безъ различія
можемъ взять въ составъ т. или
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Возводя-же это сравненіе въ степени ~,

“

, находимъ

qnN mnN

anNb 71

==i, й
5 bNm= 1 мод. р).

Но мы видѣли, что т и п удовлетворяютъ сравненіямъ
а" == 1, Ът = 1 (мод. р);

вслѣдствіе чего предыдущія сравненія приводятся къ

n<;N mitN

Ъ
*
= 1, a

i
=1 (мод. p).

Эти-же сравненія по теоремѣ 44 предполагаютъ, что ^
дѣлится на т,

—— дѣлится на щ ибо п и т суть наименьшія

числа, удовлетворяющія сравненіямъ
<f=== 1, Ъх==1 (мод. р).

Шх. nc,N mizN mN
дѣлимость на т, на т предполагаетъ числа — ,

N JL n —

,
ИЛИ —цѣлыми. А потому число — N должно

? тс

дѣлиться на , а число N должно дѣлиться на ™. Но эта

дѣлимость при
"

простыхъ между собою, предполагаетъ

дѣлимость N на числа ^ и и слѣд. на произведеніе ихъ

тп х
—

, что и имѣли въ виду доказать.

Такимъ образомъ по числу, котораго низшая степень, срав¬

нимая съ единицею по модулю р, есть п, гдѣ п меньше^»—1,мы
всегда найдемъ число, котораго низшая степень, сравнимая съ

единицею, будетъ превосходить щ и слѣд. повторяя эти пріемы
достаточное число разъ, мы необходимо дойдемъ до числа, кото¬

раго низшая степень, сравнимая съ едипицею но модулю р, бу¬
детъ не меньше р

— 1; такое число и будетъ первообразный ко¬

рень числа р.

Для примѣра опредѣлимъ по этому способу первообразный

корень числа 17. Испытываемъ не есть ли 2 первообразный ко¬

рень его. Для этого дѣлимъ

2, 22, 23, 2\ 25, 26, 27, 28,........
9*
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на 17; въ остаткѣ отъ этихъ дѣленій находимъ

2, 4, 8, 16, 15, 13, 9, 1,

Дойдя до остатка 1, который получаемъ при дѣленіи 28 на

17, мы оканчиваемъ дѣленіе и заключаемъ, что 2 не есть пер¬

вообразный корень. Послѣ того беремъ другое число, меньшее

17 и не заключающееся между остатками 2, 4, 8, 16, 15, 13, 9,
и пробуемъ не есть-ли оно первообразный корень. Наименьшее

изъ этихъ чиселъ есть 3; его мы и беремъ для испытанія. Дѣля
О 02 03 04 05 06 07 08 09 О10 ОН 012 013 014 015

на 17 и не находя въ остаткѣ 1, мы заключаемъ, что 3 есть

первообразный корень 17.

Для другаго примѣра возьмемъ число 73 и найдемъ его пер¬

вообразный корень. Начнемъ испытанія съ 2, какъ числа про¬

стѣйшаго. Дѣля числа

2, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29,
на 73, мы найдемъ въ остаткѣ

2, 4, 8, 16, 32, 64, 55, 37, 1,

Откуда видимъ, что 2 удовлетворяетъ сравненію
29==1 (мод. 73),

и слѣд. 2 не есть первообразный корень. Далѣе, замѣчая, что

между остатками

2, 4, 8, 16, 32, 64, 55, 37

нѣтъ числа 3, мы беремъ его для испытанія. Дѣля числа

О 02 Q3 04 05 06 07 08 09 О10 ОН 012О j UjUjUjUjUjUjyjOjU ^ О j О

на 73, находимъ въ остаткѣ

3, 9, 27, 8, 24, 72, 70, 64, 46, 65, 49, 1

Слѣдовательно

312== 1 (мод. 73).

Откуда заключаемъ, что 3 также не есть первообразный
корень числа 73. Но изъ 2 и 3, удовлетворяющихъ сравненіямъ

29== 1, З13== 1 (мод. 73),
мы по сказанному нами легко составимъ число, котораго низшая

степень, сравнимая съ 1 по модулю 73, будетъ больше 12.
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Для этого мы замѣчаемъ, что общій наибольшій дѣлитель 9

и 12 есть 3 и это число, будучи простымъ, въ составъ 12 вхо¬

дитъ въ первой степени, а въ составъ 9 во второй; поэтому для

разложенія 3 на два множителя те и <; такъ, чтобы —,
— были

числа простыя относительно другъ друга, мы возьмемъ те = 1,
?=3. Вслѣдствіе чего 2.33, или 54 будетъ число, котораго низ¬

шая степень, сравнимая съ единицею по модулю 73, превзой¬
детъ 12. Опредѣляя остатки отъ дѣленія

54, 542, 543, 544, 545, 54е, 547, 548, 549,
5410, 54й, 54,а, 5413, 5414, 5415, 5416, 5417, 5418,

5419, 5420, 5421, 5422, 5423, 5424, 5425, 5426, 5427,

5428, 5429, 5430, 5431, 5432, 5433, 5434, 5435, 5436

на 73, находимъ

54, 69, 3, 16, 61, 9, 48, 37, 27,

71, 38, 8, 67, 41, 24, 55, 50, 72,

19, 4, 70, 57, 12, 64, 25, 36, 46,

2, 35, 65, 6, 32, 49, 18, 23, 1.

Откуда заключаемъ, что 36 есть наименьшее число, удовлетво¬

ряющее сравненію
54ж==1 (мод. 73).

Продолжая искать первообразный корень 73, мы должны

взять число, не заключающееся между найденными нами остат¬

ками отъ дѣленія степеней 54 на 73. Наименьшее изъ этихъ

чиселъ есть 5; его то мы и будемъ испытывать. Возводя 5 во

всѣ степени до 72-й, мы не находимъ числа, сравнимаго съ 1

по модулю 73. Слѣдов. наименьшее число, удовлетворяющее

сравненію
5Ж= 1 (мод. 73),

есть 72; откуда заключаемъ, что 5 есть первообразный корень 73.

Такимъ образомъ мы найдемъ одинъ изъ первообразныхъ

корней всякаго простаго числа. Но когда извѣстенъ одинъ пер¬

вообразный корень числа р\ то мы легко найдемъ всѣ другіе. Въ

самомъ дѣлѣ, пусть будетъ а найденный нами первообразный
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кореоь числа p, и а, В, у различныя простыя числа, вхо¬

дящія въ составъ р—1. Если А есть первообразный корень, то

по теоремѣ 49-й сравненія

ха = А, х^ = А, хх == А,. .. . (мод. р)
не должны имѣть рѣшенія. Но изъ этихъ сравненій выходитъ

аInd x=Ind. А, (3Ind. x==lnd. A, уInd.x^Ind. А,....(мод.р— 1),
а такъ какъ a, |3, у,.... суть простыя числа, входящія въ со¬

ставъ р—1; то условіе невозможности ихъ заключается въ не¬

дѣлимости Ind. А на а, (3, у, или, что одно и то же, невоз¬

можность ихъ условливается тѣмъ, что Ind. А число простое съ

р—1. Но если за основаніе указателей мы предположимъ при¬

нятымъ извѣстный намъ первообразный корень а; то

. Ind. А , . ѵ

А = а (мод. р).

Откуда слѣдуетъ, что число, которое есть первообразный корень

р, будетъ сравнимо по модулю р съ а, возведеннымъ въ степень

простую съ р— 1.

Такъ всѣ первообразные корни числа 17 но найденному нами

3 опредѣлятся сравненіями
х= 3, x = 3s, ж= Зь, ж = 37, ж==39,
х == З11, х = 31В, х = З15 (мод. 17);

откуда слѣдуетъ, что первообразные корни 17 суть

3, 10, 5, 11, 14, 7, 12, 6.

§ 41. На основаніи сказаннаго нами мы замѣчаемъ, что въ

ряду 1, 2 р
— 1 находится столько первообразныхъ корней

р, сколько чиселъ меньшихъ р
— Іи простыхъ съ р

— 1.

Не трудно также вывести это непосредственно изъ свойствъ

первообразныхъ корней, показанныхъ нами въ § 38.

Что-бы найти въ ряду

1, 2, 3, , р— 1

всѣ первообразные корни числа р, намъ стоитъ только выкинуть

отсюда всѣ числа, которыя не могутъ быть первообразными

корнями числа р. Но по § 38 это приводится къ тому, чтобы
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здѣсь выкинуть всѣ числа, которыя удовлетворяютъ сравненіямъ
р—1 р—1 р—1

х
*
= 1, х р

= 1, х
у
=1, (мод. р),

гдѣ а, [3, у, простыя числа, входящія въ составъ р—1.
На основаніи этого не трудно сосчитать сколько первообраз¬

ныхъ корней меяеду числами 1, 2, 3,. .

.., р— 1. Начнемъ съ

простѣйшаго случая. Предположимъ, что р — 1 дѣлится только

на простое число а, и слѣд. р—1=аиг. Въ этомъ случаѣ всѣ тѣ

изъ чиселъ

^3, Р 1)
р—1

которыя не удовлетворяютъ сравненію х
а
=1 (мод. р), будутъ

первообразные корни. Но по теоремѣ 36 между числами 1, 2,

3,. . .

., р—1 находится чиселъ, удовлетворяющихъ срав-

р—1

ненію х
“
==1 (мод. р); слѣд. здѣсь всѣ остальныя р—1—

суть первообразные корни р. Число же р—1—приводится

къ (р —1)^1—y)> а это по 12 теоремѣ означаетъ сколько

простыхъ чиселъ съ р
— 1 и меньшихъ 2?—1, если р

— 1= ат.

Обращаемся теперь къ тому случаю, когда р — 1 = лт (3",
гдѣ а, [3 различныя простыя числа. Въ этомъ случаѣ мы най¬

демъ всѣ первообразные корни р между 1,2, 3,....,^— 1,вы¬

кинувши отсюда числа, удовлетворяющія сравненіямъ
Р—1 р—1

жа==1, ж^==1 (мод. р).

Но по 36 теоремѣ первому сравненію удовлетворяетъ

р—1
чиселъ меньшихъ р; второму же удовлетворяетъ такихъ чи¬

селъ. Притомъ между этими числами, удовлетворяющими срав¬

неніямъ
Р—1 р—1

ж
“
== 1, ж Р

= 1 (мод. р),

будетъ однихъ и тѣхъ же чиселъ, удовлетворяющихъ срав-
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ненію
р—1

ж ^ =1 (мод. р).

Слѣд. различныхъ чиселъ, удовлетворяющихъ сравненіямъ

Р—1 р—1

ж
*

=1, ж
Гі =1 (мод. р),

• • За исключеніемъ ихъ всѣ числа въ
о & а&

ряду 1, 2, 3,.р—1 будутъ первообразные корни и число ихъ

р—1 р—і р—1

будетъ -—- -+

■>ми (JP —!) (Х—І)-будетъ р 1
а р

■

а(і

Но по 12 теоремѣ извѣстно, что (р—1) (і—^1 ^ озна¬

чаетъ сколько простыхъ чиселъ съ р
— 1 и меньшихъ р

— 1,
если р

— 1 = ат рп.
Подобнымъ образомъ, полагая р

— 1 — а™ р— 1 =

а”1 р р—1= ат pn Y S’ ef, и т. д., докажемъ, что между

числами 1, 2, 3, ,р — 1 столько же первообразныхъ кор¬

ней, сколько чиселъ простыхъ съ р
— 1 и меньшихъ р

— 1.

Каждый изъ первообразныхъ корней р можетъ быть при¬

нятъ за основаніе при опредѣленіи указателей по модулю р. Вы¬

годнѣе другихъ принимать тѣ, которые легко возводить въ сте¬

пени и слѣд. опредѣлять по нимъ указателей. Впрочемъ, зная

указателей по одному основанію, не трудно найти ихъ по дру¬

гому. Пусть будетъ а то основаніе, по которому составлена та¬

блица, а Ъ основаніе, по которому хотимъ вычислить указателя

какого нибудь числа А. Называя указателя А по основанію Ъ

черезъ #, для опредѣленія х будемъ имѣть

А= ЪХ (мод. р).

Изъ этого сравненія мы заключаемъ о равенствѣ указателей
А и Ъх по какому нибудь основанію а. Изображая этихъ указа¬

телей по принятому нами знакоположенію черезъ Ind. х и Ind. Ъху
мы имѣемъ

Ind. А = Ind. Ъх.

Но по свойству указателей Ind.bx z=xlnd.b (мод. р—1).
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Слѣдовательно
х Ind. Ъ == Ind. А (мод. р — 1).

Рѣшеніемъ этого сравненія мы найдемъ х.

Это сравненіе будетъ имѣть одно рѣшеніе; ибо, какъ ви¬

дѣли, указатель первообразнаго корня будетъ всегда число про¬

стое съ р—1. Рѣшивши это сравненіе, мы легко найдемъ поло¬

жительное число меньшее р
— Іи ему удовлетворяющее; это и

будетъ искомое число ж, указатель числа А при основаніи Ъ.

Для примѣра опредѣлимъ указателя числа 25 по основанію

2 и модулю 29, зная указателей при этомъ модулѣ по основа¬

нію 10, какъ находимъ въ нашихъ таблицахъ. Называя иско¬

мый указатель черезъ ж, мы для опредѣленія его выводимъ

х Ind. 2 = Ind. 25 (мод. 28).
Но Ind. 2 = 11, Ind. 25 = 8. Слѣд. x опредѣлится сравне¬

ніемъ

11 ж= 8 (мод. 28).
Рѣшая это сравненіе, находимъ

ж== 16 (мод. 28);

откуда для величины указателя 25 но основанію 2 получаемъ 16.

ГЛАВА VII.

О сравненіяхъ второй степени съ двумя не¬

извѣстными.

§ 42. До сихъ поръ мы занимались сравненіями, въ кото¬

рыхъ одна неизвѣстная; теперь мы будемъ разсматривать срав¬

ненія съ двумя неизвѣстными. Замѣчательнѣйшія изъ нихъ и

имѣющія наиболѣе приложенія суть сравненія второй степени

вида

ж2 -л- Ау2 -+- Б === 0 (мод. р)'
ими то мы и займемся теперь.

Относительно сравненій этого вида докажемъ слѣдующую
теорему:
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50. Теорема.

Если р число простое и не дѣлитъ А, то сравненію
х2 -+- Ау2 -+- Б= 0 (мод. р) мооюно всегда удовлетворитъ.

Доказательство. Эта теорема очевидна для р—2] ибо тогда

сравненію х2+Ау2+В=0 (мод.р)удовлетворяетъ у—0,х—В.
Также очевидна она, если для какого нибудь значенія у сумма

Ау2+В обращается въ число кратное р\ ибо такая величина у

вмѣстѣ съ х = 0 удовлетворяетъ сравненію х2 н- Ay2 -+- В= О

(мод. р).
Докажемъ Ще теперь возможность удовлетворить этому срав¬

ненію при р > 2 и Ау2 -+- В неспособномъ сдѣлаться дѣлимымъ

на р.

Въ этомъ случаѣ между всѣми значеніями — Ау2—В отъ

у— 0 до у=р—1 найдется число, которое будетъ сравнимо съ

х2 по модулю р; ибо невозможность сравненія
х2=—Ау2—В (мод. р)

при р простомъ большемъ 2 и— Ау2—В недѣлящемся на р,

какъ видѣли въ IY главѣ, предполагаетъ сравненіе

(—Ау2—В)
2
н- 1 = 0 (мод. р),

что по раскрытіи скобокъ принимаетъ такой видъ

р—1 р—3 р—1

± А~Вур~3ч-. .. ±В~+1=0 (мод. р).
Но этому сравненію не могутъ удовлетворять всѣ р чиселъ

О, 1, 2, р— 1;

р—1

ибо оно степенир—1 иі
2

коеФФИціентъ ур~1, состоя изъ

произведенія чиселъ простыхъ съ р, не дѣлится на р.

Итакъ по крайней мѣрѣ одно изъ чиселъ

О, 1, 2, , р
— 1

не будетъ удовлетворять этому сравненію, и такое число обра¬
титъ— Ау2—В въ квадратичный вычетъ р. При такомъ же
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значеніи— Ay2— В найдется ж, удовлетворяющій сравненію
жа5== — Ау2 — В (мод. р),

откуда и слѣдуетъ предложенная нами теорема.

Изъ доказанной нами теоремы, какъ частный случай, выхо¬

дитъ, что сравненіе ж2 + ^-н1=0 (мод. р) имѣетъ рѣшеніе.
§ 43. Остановимся на изслѣдованіи сравненія

ж2 -+-Ау2-+- 2?= 0 (мод. р)

при В= 0. Предметомъ нашихъ изслѣдованій будетъ показать,
какія свойства имѣетъ число р, для котораго сравненіе

ж2 -I- Ау2= 0 (мод. р)

удовлетворяется какими нибудь числами ж, </, простыми между

собою. Возможность этого сравненія намъ покажетъ, что число

р можетъ быть дѣлителемъ числа, выражающагося Формулою

ж2 -+- Ау2, гдѣ ж, у простыя между собою. Въ противномъ слу¬

чаѣ мы заключимъ, что числа, выражающіяся этою Формулою,

недѣлимы на р. Въ первомъ случаѣ мы будемъ называть р дѣ¬

лителемъ квадратичной формы х2-+-Ау2; во второмъ недѣлите-

лемъ квадратичной формы. Мы покажемъ средства по данной

Формѣ х2ч-Ау2 находить всѣ дѣлители ея и недѣлители. Эти чи¬

сла мы будемъ представлять или Формулами вида mz -+- а, гдѣ z

произвольное цѣлое число или Формулами вида аи2-+- 2 buv-t-cv2,
гдѣ и, ѵ произвольныя цѣлыя числа, простыя между собою.

Первое составляетъ изслѣдованія, извѣстныя подъ именемъ теоріи
линейныхъ дѣлителей квадратичныхъ формъ; второе составляетъ

теорію квадратичныхъ дѣлителей квадратичныхъ формъ.
Мы начнемъ съ теоріи линейныхъ дѣлителей и докажемъ

слѣдующую теорему, которая служитъ основаніемъ ея:

51. Теорема.

Если сравненію ж2 -+- Ау2= 0 (мод. р) удовлетворяютъ
какія нибудь числа ж, ?/, простыя между собою; то сравненіе
и2 -+- А= 0 (мод. р) имѣетъ рѣшеніе.

Доказательство. Въ самомъ дѣлѣ, если у и ж, не имѣя об-



— 140 —

щаго множителя, удовлетворяютъ сравненію
х2 н- Ay2= 0 (мод. р);

то у простое съ р; ибо въ противномъ случаѣ простое число,

дѣлящее у и р, дѣлило бы х и слѣд. х имѣло бы общаго дѣли¬

теля съ у. Но если у простое съ р\ то можно найти такое число

м, которое будетъ удовлетворять сравненію

уи
= х (мод. р).

Это же сравненіе по возведеніи въ квадратъ обѣихъ частей

будетъ

у2 и2= х2 (мод. р),
что въ совокупности съ

х2 н— Ау2= 0 (мод. р)
даетъ

у2 и2 н- Ау2= 0 (мод. р).
Но это сравненіе можетъ быть сокращено на у2\ ибо, ви¬

дѣли, число у простое съ р. Такимъ образомъ находимъ

и2 А= 0 (мод. р),
что и слѣдовало доказать.

Итакъ возможность удовлетворить сравненію
х2 -+- Ау2= 0 (мод. р)

числами х и у простыми между собою предполагаетъ возмож¬

ность удовлетворить сравненію
и2 -+- А= 0 (мод. р).

Обратно, когда это сравненіе удовлетворяется; то мы всегда

найдемъ рѣшеніе сравненія

х2 и- Ау2 = 0 (мод. р),
дѣлая у = 1, х — и.

На основаніи доказанной нами теоремы не трудно узнать,

будетъ-ли данное число дѣлителемъ данной Формы или нѣтъ.

Такъ находя — 1 для величины по пріемамъ, изложен¬

нымъ въ ІУ главѣ, мы заключаемъ, что сравненіе и2 — 3 = 0

(мод. 5) не имѣетъ рѣшенія. Откуда по доказанному нами слѣ-
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дуетъ, что при ж и у простыхъ между собою нельзя удовлетво¬

рить сравненію
ж2 — 3?/2= О (мод. 5),

или, что одно и тоже, обратить ж2 — 3у2 въ число кратное 5.

Также замѣчая, что при р простомъ вида 4пн-3 рав¬

но—1, мы заключаемъ, что въ этомъ случаѣ сравненіе и2-*-1=0

(мод. р) не имѣетъ рѣшенія; а потому нельзя удовлетворить

сравненію
ж2 —1~ у2 ===== 0 (мод. р)

числами простыми между собою.

Откуда слѣдуетъ, что никакое простое число вида 4и н- 3

не будетъ дѣлителемъ чиселъ, разлагающихся на два квадрата

простые между собою.

Такъ числа

5 = 22-н 1, 10 = З2 -ч- 1, 13 = 32-+- 22,
17 = 42 -ч- 1, 25 = 42н- З2, 26 = 52-+- 1,

не дѣлятся на числа 7, 11, 19, 23 вида 4п -+- 3.

Напротивъ замѣчая, что (-у-) есть -+-1, если р простое

число вида 4п-+-1, мы заключаемъ о возможности сравненія
w2 н- 1 = 0 (мод. р)

для такихъ значеній р. Откуда слѣдуетъ возможность сравненія
ж2 н— у2 = 0 (мод. р)

и слѣд. дѣлимость суммы двухъ квадратовъ на р.

На основаніи доказанной нами теоремы не трудно показать

видъ простаго числам, которое можетъ быть дѣлителемъ дан¬

ной Формы ж2 -+- Ay*. Мы не будемъ останавливаться на случаѣ
р = 2; ибо 2 всегда дѣлитъ ж2н- Ау2 или при ж = 1, у = 1 или

ж=0, у—1. Поэтому мы теперь будемъ предполагать р чи¬

сломъ простымъ, отличнымъ отъ 2, и въ этомъ предположеніи*)
докажемъ слѣдующія теоремы:

*) Въ слѣдующихъ теоремахъ р означаетъ любое нечетное число. А. М.
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52. Теорема.

Если А простое число вида 4п-н3 up нечетный дѣлитель

формы х2 н— И«/2, то = -+- 1.

Доказательство. Если р есть дѣлитель Формы ж2 -+- Ау2; то

сравненіе
х2 н- Ау2 == О (люд. j?)

имѣетъ рѣшеніе; а это по теоремѣ 51-й предполагаетъ возмож¬

ность удовлетворить сравненію
и2ч-А= О (люд. р).

Разлагая здѣсь р на произведеніе простыхъ чиселъ а, (3, у,....,

мы по § 30 возможность этого сравненія выразимъ такъ

(ѴН- (?)=1. (ѴН-
Изъ этихъ уравненій не трудно вывести значенія символовъ

(х). (і). ф.
Такъ для опредѣленія перваго, мы выводимъ по доказаннымъ

въ IV главѣ свойствамъ символа что

а—1 А—1 а—1 а—1 А—1

<Х—1 Ач-1

=(¥)<-ц~г~г'
Но такъ какъ по предыдущимъ уравненіямъ равно 1,

а число А по положенію вида 4п н- 3; то изъ этого уравненія
получаемъ

(хН1-
Подобнымъ образомъ выводимъ

Перемножая же эти уравненія между собою, находимъ
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откуда замѣчая, что ару =Р, выводимъ

Ш=1-
что и слѣдовало доказать.

53. Теорема.

Если А простое число вида 4мн-1 up дѣлитъ х2-+-Ay2, то

р—\

(х) = ( — 1)
2

5 т' е- (х) = 1* если р^=4т-ѵ-\ и(|-)=—1,
еслг« = 4т -+- 3.

Доказательство. Если р есть дѣлитель ж2 -+- Ау2; то

л2 -+- И*/2 == 0 (л<од. р),
и слѣд. сравненіе

и2 -+- А = 0 (л«о<?. 2?)
имѣетъ рѣшеніе. А это, какъ видѣли, предполагаетъ

(^Н- (тНЧ^Н.
гдѣ а, р, у, суть простыя числа, входящія въ составъ р.

На основаніи свойствъ символа мы отсюда выведемъ

значенія (j), (х), (х)>
Такъ для опредѣленія перваго выводимъ

ос—1 А—1 ос—1 а—1 А—1

а—1 А-4-1

Внеся сюда величину которая по предыдущему есть 1,

«—X Ач-1

(іН-іГ'^.

находимъ

а—1 Аа-1

Но А вида 4»-1-1, вслѣдствіе чего (—1) равно

а—1 4п-ь2 а—1,

(-О
a , ,ч 2 (2пч-1)2

, ИЛИ ( 1)
2 J' ° '‘г™ г,л’°"п ^^ 2

а—1

> а это равно (— 1) ,
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а—1
2П

ибо (— 1)
2

есть 1. По этому величина опредѣлится
такимъ уравненіемъ

а—1

Y—1

(ІН-D
’

•

Подобнымъ образомъ выводимъ

НН-іГ. (4)=(-^
Перемножая же всѣ эти уравненія, имѣемъ

сс-1 Р-1 Г-1
! а'

или

а—1 £—1 у—1
1_ _ и 1 1—

2 2 2
^

гдѣ замѣнивъ а(3у.... черезъ р, находимъ
а-1 Р-1 Y~1 _

(£)=(-!)'
! ■

••••

Но не трудно убѣдиться, что и

а—1 р-1 у—г

разнятся между собою числомъ четнымъ. Въ самомъ дѣлѣ, мы

видѣли, что р — а$у , а потому равно ,

что иначе представится такъ

-1+(1+2¥)(1+2¥)(МЧІ)
2

Раскрывая же здѣсь скобки и откидывая члены, имѣющіе мно¬

жителемъ 2, находимъ

а—1
_
3—1

_ у—1
2 ~2 2

Н~

Итакъ это число съ разнится только числомъ четнымъ; а

поэтому
а—1 3—1 '{—I р—1

(-1)
2 2 2

"'■==(-1)
2

;
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вслѣдствіе чего найденное нами выраженіе приводится къ

такому
у—1

(*)-(-«■.
что и слѣдовало доказать.

54. Теорема.

Если А простое число вида Ап -+-1 up нечетный дѣлитель

формы ж3 — Ау2\ то = 1.

Доказательство. Если р дѣлитъ ж2 — Atf\ то

ж2— А>/ == 0 (мод. р).
Это сравненіе предполагаетъ такое

іО (мод. р),
а отсюда выходитъ

гдѣ а, (3, у, простыя числа, входящія въ составъ р. Опре¬

дѣляя по первому изъ этихъ уравненій значеніе , находимъ

а—х л—1
2 2

= (“1)

а—1 А—1

2 2

ант)(-ч
что приводится къ равенству

нн*
потому что А = Ап -+- 1, и слѣд. —^— равно четному числу 2п.

Подобнымъ образомъ находимъ

(тН> (г) = !..

Перемножая же всѣ эти уравненія между собою, найдемъ

Но здѣсь произведеніе а(3у равно р\ слѣд.

въ чемъ и заключается предложенная теорема.
ю
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55. Теорема.

Если А простое число вида 4ин-3 up нечетный дѣлитель

р-Л

формы ж2—Лф; то{^— (—1)
2

, т. е. (д-) = 1, если р

вида 4(и+ 1, и = — 1, еслир вида 4т-+- 3.

Доказательство. Дѣлимость ж2— Аф на р предполагаетъ

сравненіе
ж2 — Аф== 0 (л<0(9. р),

а это предполагаетъ сравненіе
и3 Д= 0 (ЛЯХ?. £>),

и слѣд. уравненія

(4Н>(т)=І> (т)=1
гдѣ а, (3, у, простыя числа, входящія въ составъ р.

Опредѣляя по этимъ уравненіямъ , находимъ

а—1 А—1 а—1 А—1

(іН4)с-»‘ ■-(-ч' 1.
и слѣд.

(1) = (-1Г;
а—1 .4—1

2 2

потому что (—1) для А — 4пч-3 приводится къ

а—1 _ а—1 а —1
л

.2и-н—г— —о--2и

(—1) , гдѣ (—1) равно 1.

Подобнымъ образомъ находимъ

(хН--1)"5-
Перемножая же эти уравненія между собою, имѣемъ

а—1 Р—1 у—1

(і)Ш) -<-«■
*

1
"

a

и слѣд.
а—1 3—1 у—1

(іН:еН=(-»'гЧ'~гЧ"г* •
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Но доказывая 53-й теорему, нашли

g—1
[ р—1 [ у—1 t р—1

(-1)
2 2 2

= (—1)
2

;

поэтому предыдущее уравненіе даетъ

p-i

Ш=(-0
s

.

что и слѣдовало доказать.

§ 44. На основаніи доказанныхъ нами теоремъ не трудно

опредѣлить всѣ линейные дѣлители Формъ вида ж3 zb А>/, при А

простомъ нечетномъ. Мы видѣли, что нечетные дѣлители такихъ

Формъ опредѣляются или уравненіемъ

(іН
или уравненіемъ

(*)—!>
смотря по тому будетъ ли въ Формѣ ж3 zb Ay* знакъ -ь или —,

будетъ ли А вида Ап -+- 3 или Ап -+- 1 и въ нѣкоторыхъ слу¬

чаяхъ (см. 53 и 55 теоремы) будетъ ли искомое р вида Ат-+-1

или Ат -+- 3.

Но но способу, показанному нами въ § 28-мъ, мы легко

найдемъ всѣ числа, удовлетворяющія уравненію = 1 и

^■jj = —1. Рѣшенія перваго, какъ видѣли тамъ, опредѣляются

уравненіями
р = а, -+- пА, р = а2 -+- пА, , р = -+- пА,

2

гдѣ п произвольное число, аѵ аа, ал—і остатки отъ дѣле-

2~

нія I2, 22, , j-)2 на А. Рѣшенія же втораго —1

опредѣляются уравненіями
р = Ъj н- пА, р = Ъ2-+-пА, р = ЪА_Х н- пА,

2

гдѣ Ьѵ Ъ2 Ъл__1
тѣ изъ чиселъ 1, 2, ,

А— 1, которыя
2

неравны аѵ а2,...., •

2

Теперь посмотримъ, какимъ образомъ каждая изъ этихъ

10*
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Формулъ можетъ служить для опредѣленія чиселъ вида 4»+1

или 4»+ 3.

Для того чтобы число р, опредѣляемое уравненіемъ
р = а-+- пА,

было вида 4т -+- 1, число п должно быть такого вида, чтобы

сумма ач-пА привелась бы къ 4т-+-1, другими словами, число

п должно удовлетворять сравненію

а пА = 1 (мод. 4),
или

пА= 1 — а (мод. 4).
Это сравненіе всегда будетъ имѣть одно рѣшеніе, потому что

А нечетное число; рѣшая его по способу, показанному въ § 15,
находимъ

4.?=1_і
»=(1—а) А (мод. 4),

или

п=А (1 —а) (мод. 4).
.Этому сравненію будетъ удовлетворять одно изъ чиселъ О,

1, 2, 3. Называя г то число, которое ему удовлетворяетъ, най¬

демъ
г==А (1 — а) (мод. 4).

Вслѣдствіе чего предыдущее сравненіе приводится къ та¬

кому
п == г (мод. 4),

откуда для выраженія п выходитъ

п = 4z -+- г.

Внося же эту величину п въ уравненіе
р — пА-t- а,

мы находимъ

р — 4:Аг —Аг —і— а

для выраженія чиселъ вида 4т-+-1, опредѣляемыхъ уравне¬
ніемъ

р = пА -+- а.

Подобнымъ образомъ для чиселъ вида 4т -+- 3 мы найдемъ

р = 4:Аз н- Аг -і а,
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гдѣ / наименьшее число, сравнимое съ А (3 — а) по модулю 4»

Такъ изъ уравненія
р = пА~+- а,

опредѣляющаго одно изъ рѣшеній уравненія

Ш=1>
выводятся уравненія, которыя даютъ одни числа вида 4т ч- 1

или 4т -+- 3.

Не трудно также изъ уравненія
р = пА -+- а

вывести другое, которое будетъ давать вмѣстѣ и числа вида

4т-+-1 и числа вида 4ш+ 3, слѣд. всѣ нечетныя числа. Для
этого мы должны будемъ найти видъ числа п, для котораго

сумма nA-t-a будетъ вида 2т -+-1; или, что одно и тоже, найти

рѣшеніе сравненія
пА -+-«== 1 (мод. 2).

Но это сравненіе приводится къ такому
— а (мод. 2).

Если а число нечетное, ему удовлетворитъ п = 0, слѣд. въ

этомъ случаѣ его рѣшеніе будетъ
п == 0 (мод. 2);

откуда для опредѣленія п выходитъ такое уравненіе
п = 2г.

Если же а четное; то ему удовлетворитъ п= 1 (ибо А число

нечетное), и слѣд. рѣшеніе его будетъ
п— 2$ 1.

Внося эти значенія п въ уравненіе
р = пА -+- а,

мы находимъ для опредѣленія нечетныхъ чиселъ

р = 2Аг -і- а или р = 2 Аг -+- А н- а,

смотря потому будетъ ли а число нечетное или четное.

Поступая такимъ образомъ съ каждымъ изъ уравненій, опре¬

дѣляющихъ рѣшенія уравненій

(іН- (*)=->.
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мы найдемъ для выраженія нечетныхъ чиселъ, удовлетворяющихъ

условію j = 1 или
—
— 1, Формулы вида 2Аг -*- а; для

выраженія же однихъ чиселъ вида 4т-*-1 или 4мн-3, мы бу¬
демъ имѣть Формулы вида 4Аяч-а. Этими-то Формулами на осно¬

ваніи доказанныхъ нами теоремъ и опредѣляются нечетные дѣ¬
лители квадратичной Формы ж2 -§- Ay1.

Покажемъ это на примѣрахъ. Положимъ, что требуется найти

видъ всѣхъ нечетныхъ дѣлителей квадратичной Формы ж2-*-19*/2.

Замѣчая, что 19 есть число простое и вида 4м-*-3, мы по тео¬

ремѣ 52 заключаемъ, что для нечетныхъ дѣлителей этой Формы

должно быть

(§)=•■
Для опредѣленія чиселъ, удовлетворяющихъ этому уравне¬

нію, мы дѣлимъ
I2, 22, З2, 42, 52, 62, 72, 82, 92

на 19; находя въ остаткѣ

1, 4, 9, 16, 6, 17, 11, 7, 5,
мы заключаемъ, что р, удовлетворяющее уравненію = 1,

должно представиться какою либо изъ Формулъ

19м-*-1, 19м-*-4, 19м-*-9, 19м-і-16, 19м-*-6, 19м-*-17,

19м-*-11, 19м -*-7, 19м-і-5.

Но чтобы эти Формулы давали одни нечетныя числа, мы по

сказанному нами Формулу 19м-*-1, въ которой первый членъ

нечетный, замѣняемъ Формулою 2. 19*4-1, Формулу 19м-*-4,
которой первый членъ четный, замѣняемъ Формулою

2. 19*-*- 19 -*- 4, и т. д.

Такимъ образомъ находимъ для нечетныхъ дѣлителей ж2-*-19у2

слѣдующія Формулы

2.19*4-1, 2.19s-*-19-*-4, 2.19*4-9, 2.19*4-19 4-16,
2.19*-*- 19-*- 6, 2.19*ч-17, 2.19*4-11, 2.19*4-7,

2.19*4-5,

которыя приводятся къ такому виду

38*4-1,38*4-5, 38*4-7, 38*4-9, 38*4-11, 38*4-17,
38*-*-23, 38*4-25, 38*4-35.
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Такъ опредѣляются всѣ числа, которыя могутъ дѣлить сумму

ж2+19у2 при ж и у простыхъ между собою. Этимъ можно поль¬

зоваться при опредѣленіи дѣлителей данныхъ чиселъ, когда эти

числа выражены Формулою вида ж2 + 19?Д Напр. пусть будетъ
дано число 2021; такъ какъ оно равно II319. ІО2; то дѣли¬

тели его, если они есть, должны представиться какими либо изъ

Формулъ

38«-+- 23, 380 + 25, З80+ 35.

Но если 2021 имѣетъ дѣлителей, то покрайней мѣрѣ одинъ

изъ этихъ дѣлителей меньше У2021, и слѣд. меньше 45. Этого

то дѣлителя мы и будемъ отыскивать.

Первая Формула 380+1 не даетъ его. Она при 0=0 даетъ

1, при 0=1 даетъ 39, что не можетъ дѣлить 2021, ибо это

число не дѣлится на 3, а 39 въ составѣ своемъ содержитъ 3;
при 0=2 и болѣе 2 Формула З80 + 1 даетъ числа превосходя¬

щія 45.

Обращаемся ко второй Формулѣ 380+5. При 0 = 0 она

даетъ 5, число, очевидно, не дѣлящее 2021; при 0=1 она даетъ

43 и пробуя дѣлить этимъ числомъ 2021, находимъ, что 43 есть

дѣлитель 2021.

Для другаго примѣра опредѣленія дѣлителей Формъ вида

х2±Ау2 возьмемъ Форму ж2— Ъ/ и отыщемъ ея дѣлителей.

Такъ какъ число 7 вида 4м+3, то по теоремѣ 55-й дѣлители

Формы ж2 — 7у2 вида 4т+ 1 должны удовлетворять уравненію

дѣлители же вида 4т+3 должны удовлетворять уравненію

Опредѣлимъ же теперь числа вида 4т +1, удовлетворяю¬

щія уравненію

З80+1, 380+5, 380 + 7, 380+9, З80+ІІ, З80 17

и числа вида 4т + 3, удовлетворяющія уравненію
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Чтобы найти числа, удовлетворяющія уравненію

(*Н.
мы дѣлимъ I2, 22, З2 на 7; находя въ остаткѣ 1, 4, 2, мы за¬

ключаемъ, что эти числа выражаются Формулами

7fi +— 1, 7п і— 4, 7fi I 2.

Посмотримъ же теперь, какъ выведутся изъ нихъ Формулы,

опредѣляющія одни числа вида 4т -+-1.

По сказанному нами изъ Формулы 7п -+-1 выводимъ

4.704- 7г-+-1,
гдѣ г то изъ чиселъ 0, 1, 2, 3, которое съ 7 (1 — 1), или О

сравнимо по модулю 4. Это число есть 0. Слѣд. Формула 7п-+-1

для опредѣленія однихъ чиселъ вида 4тч-1 даетъ 4.70 4- 1,
или 280-+-1.

Поступая также съ Формулами

7п-+-4, 7п4-2,
мы изъ нихъ выводимъ 4.70-t-7r-t-4, 4.704-7/-»-2, гдѣ г, г,

суть тѣ изъ чиселъ 0, 1, 2, 3, которыя съ 7(1—4), 7(1—2)
сравнимы по модулю 4. Но такія числа суть 3, 1. Слѣд. для

опредѣленія однихъ чиселъ вида 4тч-1 Формулы 7п -+- 4,
7п-ь- 2 даютъ

4. 70-+- 3. 7 н- 4, 4. 70-+- 7 ч- 2,
или

280 4-25, 280-+-Э.

Итакъ всѣ числа вида 4т 4-1, удовлетворяющія уравненію

(*)=*
и слѣд. способныя быть дѣлителями Формы х2—7у2, опредѣля¬
ются Формулами

280 4- 1, 280 4-9, 280 4-25.

Переходимъ теперь къ дѣлителямъ вида 4т 4- 3. Они опре¬

дѣляются уравненіемъ

(*)=—•
Чтобы найти рѣшенія этого уравненія мы въ ряду 1, 2, 3,

4, 5, б выкидываемъ тѣ, которыя равны остаткамъ отъ дѣленія
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I3, 233 З2 на 7. Такимъ образомъ находимъ числа 3, 5, 6, и за¬

ключаемъ, что числа, удовлетворяющія уравненію (—■^ = — 1,

опредѣляются Формулами 7»г—в— 3, 7м н- 5, 7п-н 6. Преобразо¬
вывая эти Формулы въ такія, которыя даютъ одни числа вида

4т н- 3, найдемъ
4. 7s н- 7гн- 3, 4. 7s-+- 7гх н- 5, 4.7s н- 7г% н- 6,

гдѣ г, гѵ г2 тѣ изъ чиселъ 0, 1, 2, 3, которыя сравнимы съ

7(3 — 3), 7(3—5), 7(3—6) по модулю 4. Замѣчая, что г= 0,

г, = 2, г2 = 3, мы заключаемъ, что эти Формулы суть

4. 7sh- 7. Он- 3, 4. 7s н-7. 2 и-5, 4. 7sн-7. 3 н-6,
или 28sh~3, 28sh-19, 28sh-27.

Итакъ всѣ дѣлители Формы ж2— 7у2 вида 4и+ 1 опредѣ¬
лятся Формулами

28sн-1, 28sh-9, 28sh-25,
дѣлители же вида 4т-+-3 суть

28s н- 3, 28s и-19, 28s н-27.

Мы показали какъ опредѣляются дѣлители Формы х2 ± Ау2
при А простомъ, отличномъ отъ 2; покажемъ теперь какъ най¬

дутся дѣлители этой Формы, если А равно 2. Для этого мы до¬

кажемъ слѣдующую теорему:

56. Теорема.

Всѣ нечетные дѣлители х2 н- 2у2 суть вида 8т и 1 или

8тн-3; вс» нечетные дѣлители х2—2г/3 суть вида 8т-+-\ или

8т — 1.

Доказательство. Если р дѣлить ж2н-2у2; то

ж2 н- 2у2 == 0 (люс*. jj).
Но это сравненіе предполагаетъ возможность такого

и2 н- 2 = 0 (люД 2>),
и слѣд. предполагаетъ уравненія

(^Н>(х)=ЧтН
гдѣ а, (і, у, • • • • простыя числа, входящія въ составъj?. Посмот¬

римъ же какого вида должны быть числа а, (3, у, , чтобы удо¬

влетворялись эти уравненія.
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По свойству символовъ мы находимъ

Но ,
какъ видѣли, опредѣляется такъ

а2—1

слѣдовательно
а2—1 а—1 —а2н-4а—3

(^)=<-і)
^

~1,
5

.

Дѣлая въ этомъ уравненіи послѣдовательно а = 8т -+-1,

а = 8т -+- 3, а = 8тн-5, а = 8т-ь- 7, находимъ

/^LUi (^±.) = і (-=?-) = —1 (^±.)= -1
\8ш-ь1/

? \8m-t-3/ ? \8т-ь5/ ’ \8тч-7/

Слѣд. для возможности уравненій

(^Н> (тН- (тН-
необходимо, чтобы числа а, [3, у, были вида 8т -+-1 или

8т н- 3. А потому р, равное ефу...., должно быть произведе¬

ніемъ такого вида

(8w-f-l) (8т'-ч-1) (8m"-»-l)...(8m1-t- 3) (8т2ч- 3)....(8тд-+- 3).
Разлагая же здѣсь скобки и собирая въ одинъ всѣ члены,

имѣющіе множителемъ 8, находимъ, что

р = 8Р--нЗа.

Если а- число четное; то Зб==1 (мод. 8); ибо 32=1 (мод. 8).
Если же а число нечетное; то сравненіе 32=1 (мод. 8), по воз¬

веденіи обѣихъ частей въ степень и умноженіи на 3 дастъ

3° == 3 (мод. 8). Итакъ 3° по модулю 8 сравнимо или съ 1 или

съ 3. Откуда слѣдуетъ, что 3° или вида 8N-+-1 или 82V"-t-3, а

потому число р, опредѣляемое уравненіемъ

р = 8Р-нЗб,
будетъ или равно 8 (P-t-N) -+-1 или 8 (Р -+- N) -+- 3, въ чемъ и

заключается первая часть предложенной нами теоремы.

Переходимъ теперь къ доказательству второй части ея.
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Если р дѣлитель Формы ж3— 2у2] то

ж2— 2?/2=== О (мод. р).
Это же сравненіе предполагаетъ возможность сравненія

и2 — 2 = 0 (мод. р),
и слѣд. уравненія

гдѣ а, (3, у, простыя числа, входящія въ составъ р. Но по

теоремѣ 32 изъ этихъ уравненій слѣдуетъ, что а, [3, у,

суть числа вида 8т-ь1 или 8т—1, а потому произведеніе ихъ

а(3у равное р, представится такъ

(8т' -+-1) (8т" -+-1) (8»гх— 1) (8mz— 1)
Но въ разложеніи этого произведенія, кромѣ членовъ крат¬

ныхъ 8, будетъ или -+-1 или — 1. Слѣд. р должно быть вида

8т -+-1 или 8т—1, что и слѣдовало доказать.

Показавши, какъ опредѣляются линейные дѣлители Формы

ж2 ± Ау2 при А простомъ нечетномъ и А — 2, намъ остается

тоже сдѣлать для этихъ Формъ при А составномъ. Но въ этомъ

случаѣ линейные дѣлители х2±Ау2 удобнѣе всего выводятся

изъ квадратичныхъ дѣлителей, къ нимъ мы теперь и обращаемся.

§ 45. Выраженіе вида аи2 -+- 2Ъиѵ н- сѵ2, гдѣ а, Ъ, с опре¬

дѣленныя числа, и, ѵ неопредѣленныя, мы называемъ квадра¬

тичною Формою. Двѣ квадратичныя Формы аи2 2Ъиѵ -+- сѵ2,
а'и2 -+- 2Ъ'иѵ -ь с'»3, которыя способны выражать одни и тѣже

числа, мы будемъ называть тождественными и будемъ замѣнять

одну другою. Такъ Формы аи2 -+- 2Ъиѵ -+- сѵ2, аи2— 2Ъиѵ -+- сѵ2,
различают,іяся только знакомъ коеФФиціента иѵ суть тожде¬

ственныя; ибо значенія первой при и —а, ѵ — (3 равны значе¬

ніямъ второй при и = — а, ѵ — (3.
Изъ этого видно, что знакъ коеФФиціента Ъ въ Формѣ

аи2-+- 2Ьиѵ-*-сѵ2 можетъ быть всегда перемѣненъ и слѣд. этотъ

коеФФиціентъ можетъ быть обращенъ въ количество положи¬

тельное: такимъ мы его и будемъ всегда предполагать.

Число равное Ъ2— ас мы будемъ называть опредѣлителемъ
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Формы аи2-+- 2Ъиѵ н- сѵ2. Такъ опредѣлитель Формы

3%2-*-10мг>-ь-7г>2 будетъ 52—3.7, или 4; опредѣлитель Формы
Ъи2ч-10иѵ— 7г>2 будетъ 52-*- 3.7, или 46.

Двѣ Формы, имѣющія равныхъ опредѣлителей, мы будемъ
называть подобными. Такъ Формы Зм2н- 10ш>-і-7г>2,
Зи2ч-2иѵ— ѵ2 подобны; ибо какъ опредѣлитель первой
52— 3.7, такъ и опредѣлитель второй 12-ь- 1.3 равны 4.

Согласившись въ этихъ названіяхъ, мы докажемъ слѣдую¬
щую теорему, весьма важную по своимъ приложеніямъ.

57. Теорема.

Если въ формѣ аи2 -+- 2Ъиѵ -+- сѵ2 коеффиціентъ 2Ъ превосхо¬
дитъ а или с, то эта форма можетъ бытъ преобразована въ

другую а и2 +25' иѵ с ѵ2, подобную аи2-+- 2Ъиѵ -+- сѵ2, гдѣ 2 Ъ'

не будетъ превосходитъ ни а’, ни с. *)
Доказательство. Для доказательства этой теоремы мы по¬

кажемъ, какимъ образомъ при 2Ъ > а или 2Ъ > с Форма

аи2 -+- 2Ъиѵ н- сѵ2 можетъ быть преобразована въ другую

а0 и2 ч- 2Ъ0 иѵ н- с0 ѵ2, подобную первой, гдѣ численная величина Ъ0
меньше Ъ. Но такъ какъ уменьшеніе численной величины коеФ-

Фиціента Ъ не можетъ идти далѣе нуля; то мы необходимо дой¬

демъ до такой Формы а'и2 ч- 2Ъ'иѵч-сѵ2, гдѣ дальнѣйшее умень¬
шеніе коеФФиціента Ъ' не можетъ имѣть мѣста ислѣд. 2Ъ' не

и не > с.

Чтобы преобразовать Форму аи2-+- 2Ъиѵч-сѵ2 въ другую

а0и2 -+- 2Ъ0иѵ -+- с0ѵ2, гдѣ бы Ъ0 было меньше Ъ, пусть будетъ а

наименьшее изъ двухъ чиселъ а и с (въ случаѣ равенства ихъ

мы можемъ взять то или другое безъ различія) и цѣлое число,

которое разнится съ ^ не болѣе какъ і, пусть будетъ т: оче¬

видно, т будетъ цѣлое число, получаемое при дѣленіи Ъ на а,

если остатокъ не превосходитъ а; въ противномъ случаѣ т

*) Здѣсь мы разумѣемъ численную величину а, Ъ, с, аг, Ъ\ с', не обращая
вниманія на знаки этихъ количествъ.
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будетъ цѣлое число, получаемое при дѣленіи Ъ на а и сложенное

съ 1. Полагаемъ и-4-тѵ= U, и на основаніи этого уравненія
исключаемъ и изъ Формы аи2-4-2Ъиѵ-4-сѵ2. Такимъ образомъ на¬

ходимъ

а(U — mvf н-2Ь (U— тѵ) ѵ -+- сѵ2,
или

aU2 -+- 2 (Ъ — am) Uv -+- (с — 2Ът -+- am2) ѵ2.

Не трудно убѣдиться, что эта Форма подобна аи2-4-2Ъиѵ-4-сѵ2,
и что въ ней коеФФИціентъ Uv меньше 2Ъ. Въ самомъ дѣлѣ,
опредѣлитель этой Формы есть

(Ъ — am)2— а (с— 2bm-4-am2),
что приводится по раскрытіи скобокъ къ Ъ2— ас, а это есть

опредѣлитель Формы аи2 -t- 2Ъиѵ -+- сѵ2.

Съ другой стороны, такъ какъ m выбрано нами подъ усло¬

віемъ, чтобы разность у—m была числомъ не превосходящимъ

I; то 2 (Ъ — am) = 2а — mj будетъ число, непревосходя¬

щее а и потому меньшее 26; ибо мы разсматриваемъ Форму

аи2 -+- 2Ъиѵ -+- сѵ2, гдѣ 2Ъ превосходитъ одно изъ чиселъ а и с,

притомъ а или равно с или меньше с.

Слѣд. въ полученной нами Формѣ
aU2 -t-2 (b— am) Uv -4- (с — 2Ът -+- am2) ѵ2

коеФФИціентъ средняго члена меньше соотвѣтствующаго ему въ

Формѣ аи2 2Ъиѵ -+- сѵ2.

Если въ полученной нами Формѣ этотъ коеФФИціентъ пре¬

восходитъ одинъ изъ коеФФиціентовъ крайнихъ членовъ; мы ее

снова будемъ также преобразовать, какъ преобразовывали
аи2-4-2Ъиѵ-4-сѵ2 и будемъ повторять это преобразованіе до тѣхъ

поръ, пока получимъ Форму, гдѣ такое преобразованіе невозможно
и слѣд. средній коеФФИціентъ не превосходитъ ни одного изъ край¬
нихъ. Напр. пусть будетъ дана Форма Ъи2 -ч- 1 Оиѵ -4- 6ѵ2. Для

преобразованія ея ищемъ цѣлое число, которое бы съ
у разни¬

лось не болѣе какъ на |; и такъ какъ это число есть 2, то дѣ¬
лаемъ и -4- 2ѵ = U. Внося отсюда величину и въ данную Форму,
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находимъ

3 (U— 2г>)2 -i-lO (U— 2ѵ) ѵ ч- 6г>2,
что по раскрытіи скобокъ приводится къ такой Формѣ

ZTJ2 — 2Uv—2v2.

Въ этой Формѣ средній коеФФИціентъ не превосходитъ ни

одного изъ крайнихъ; въ противномъ случаѣ мы бы стали ее

снова преобразовывать.
Изъ доказанной нами теоремы мы выводимъ слѣдующія:

58. Теорема.

Если опредѣлитель формы аи2 н- 2Ъиѵ н- сѵ2 есть положи¬

тельное число В, то она можетъ быть приведена къ виду
аіи2ч-2Ъ1иѵ— с1ѵ2, гдѣ а1с1ч-Ъ2 = В, числа ах, с„ положи¬

тельныя, которыя не меньше 2Ъ, и Ъ не превосходитъ ~j/™ •

Доказательство. Въ самомъ дѣлѣ по предыдущей теоремѣ
Форма аи2ч- 2Ъиѵч- сѵ2 преобразовывается въ Форму

а, и2 -н 26, иѵ н- с0 ѵ2,
гдѣ 26, не превосходитъ численной величины ни а„ ни с0; при¬

томъ въ этой Формѣ, какъ подобной аи2 ч-2Ъиѵ ч-сѵ2, опредѣ¬
литель будетъ имѣть ту же величину В, и слѣд. будетъ

Ъ2—atc0=B. Но при В > 0 это уравненіе предполагаетъ раз¬

ность 6,2 — аг с0 количествомъ положительнымъ, что не можетъ

быть, если а, и с0 имѣютъ одинакіе знаки; ибо тогда произведе¬

ніе а, с0 будетъ количествомъ положительнымъ, превосходящимъ

6,2, потому что численныя величины а, и с0 не меньше 26. Итакъ

въ Формѣ а, и2 ч- 26, иѵ ч- с0 ѵ2 крайніе члены съ противными

знаками. Положимъ же, что членъ а, и2 есть тотъ изъ крайнихъ,

который имѣетъ знакъ ч-, а членъ с0ѵ2 есть тотъ, который

съ —. Называя черезъ с, численную величину с0, мы будемъ
имѣть с0 = —с,; вслѣдствіе чего Форма

а, и2 ч- 26, иѵ ч- с0 ѵ2

и уравненіе 6,2 — а1с0
— В измѣнятся въ такія

а, и2 ч- 26, иѵ — с, ѵ2, Ъ\ ч- а, с, = В.

Но по свойству коеФФиціентовъ этой Формы будетъ
а, не < 26,, с, не < 26,;
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вслѣдствіе чего изъ уравненія
Ъ2 аі С\ = D

выходитъ
В не <, Ъ2 -+- 2ЪХ. 2ЪѴ не < 5Ъх2,

а потому

Ъх не >]/-£-•
Вотъ условіе, которому вмѣстѣ съ условіями

Ъх -+-ахсх = D, ах не < 2Ъѵ сх не < 2Ъх
будутъ удовлетворять коеФФиціенты Формы

ах и2 -ф- 2 Ъх иѵ— сх ѵ2,
выведенной нами изъ данной

аи2 -+- 2 Ъиѵ и- сѵ2.

Такъ убѣждаемся въ справедливости предложенной нами

теоремы.
59. Теорема.

jЕсли опредѣлитель формы au2-t- 2Ъиѵ -+- сѵ2 есть число от¬

рицательное— В; то она можетъ быть приведена къ виду

ахи2-+-2Ъхиѵ-+-схѵ2, гдѣахсх—ЪХ=В, количества ах исхсъодина-
кими знаками и не меньше 2ЪХ; притомъЪхне превосходитъ |/у ’

Доказательство. Мы видѣли, что Форма аи2 -+- 2Ъиѵ -+- сѵ2

можетъ быть приведена къ виду ах и2 -+- 2Ъх иѵ -+- сх ѵ2, гдѣ 2Ъх
не превосходитъ ни а„ ни сх; притомъ въ этой Формѣ, какъ по¬

добной аи2 -а- 2Ъиѵ -+- сѵ2, опредѣлитель будетъ имѣть ту-же ве¬

личину
— В, и слѣд. V—ахсх= — В.

Но это уравненіе, гдѣ В число положительное, предпола¬

гаетъ одинакіе знаки въ количествахъ сх. Притомъ замѣчая,
что ах и сх не меньше 2Ъх, мы изъ этого уравненія выводимъ

2Ъх .2 Ъх— Ъ2 не > В,
или

ЗЬ,2 не > В,

и слѣд. Ъх не

Доказавши эту теорему, замѣтимъ, что въ разсматриваемомъ

нами случаѣ Форма ахи2 -+- 2Ъх иѵ н- сх ѵ2 можетъ представлять

положительныя числа только въ случаѣ ах положительнаго.
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Въ самомъ дѣлѣ, выраженіе аги2ч- 2Ъ1иѵ-ь-с1і? можетъ

быть такъ представлено

аІи2ч- 2 — иѵч- — гЛ,
а это равняется

аі [(м-н^)2н-^=^г;2],
и вслѣдствіе уравненія Ъ 2

—

а1 сх
—
— X) приводится къ

аі

что въ случаѣ а, отрицательнаго не можетъ имѣть значенія по¬

ложительнаго; ибо D> 0, и квадраты {и ч-^ѵ^, не мо¬

гутъ имѣть значенія отрицательнаго.

§ 46. Показавши свойства квадратичныхъ Формъ, необхо¬

димыя намъ впослѣдствіи, обращаемся опять къ дѣлителямъ

Формъ вида х2 ± Ау2, и докажемъ слѣдующую теорему:

60. Теорема.

Всякій дѣлитель формы х2 — сіу2 можетъ быть представ¬
ленъ квадратичною формою, имѣющею опредѣлителемъ d.

Доказательство. Пусть будетъ р дѣлитель Формы х2 — dy2
и Р частное отъ дѣленія х2 — dy2 на р; приравнивая дѣлимое

произведенію дѣлителя на частное, имѣемъ

х2 — dy2 =рР.
Здѣсь у и Р должны быть числа относительно другъ друга

простыя; ибо по этому уравненію простое число, дѣлящее уиР,
дѣлитъ х2 и слѣд. х, что невозможно; ибо въ Формѣ х2— сіу2 мы
всегда предполагаемъ х и у неимѣющими общаго дѣлителя.

Но при у простомъ съ Р сравненіе

yt
= x (мод. Р)

имѣетъ рѣшеніе, и слѣд. найдется число t, для котораго раз¬

ность yt— х раздѣлится на Р. Полагая же частное отъ дѣленія

yt— х на Р равнымъ и, имѣемъ

откуда выходитъ
х = yt— иР.
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Внося это выраженіе ж въ уравненіе
ж2— dy2 =рР,

найдемъ

или

(yt— uPf — d$—pP,

P2 u2 — 2Pytu -+- (f — d) y2 =pP.

Это уравненіе по сокращеніи на Р даетъ

р = Ри2— 2ytu н- У*,

гдѣ t2—d раздѣлится на Р; ибо это уравненіе предполагаетъ дѣ¬

лимость (і?— d)y2 на Р, а у число простое съ Р. Изъ этого

уравненія мы видимъ, что р выражается квадратичною Формою

р — Ри?— 2ytu -+- 1^г~ У2,

которой коеФФиціенты суть Р, — 2t, и слѣд. опредѣлитель

ея равенъ t2—Р. или d, что и слѣдовало доказать.

Изъ этой теоремы въ совокупности съ показанными нами

свойствами квадратичныхъ Формъ легко вывести слѣдующія
теоремы:

61. Теорема.

Дѣлитель ж2— Dy2 при В > 0 можетъ быть представленъ
формою аи2 -+- 2Ъиѵ — сѵ2, гдѣ ас-л-Ъ2 — В, числа а и с поло¬

жительныя, не меньше 2Ъ, и Ъ не превосходитъ |/~ •

Доказательство. По предыдущей теоремѣ всякій дѣлитель

Формы ж2— By2 можетъ быть представленъ Формою

аи2 -+- 2Ъи ч- сѵ2,

въ которой опредѣлитель Ъ2— ас будетъ равенъ В. Но такая

Форма по теоремѣ 58-й можетъ быть приведена къ виду

аи2 -л- 2Ъиѵ— сѵ2,

гдѣ а, Ъ, с удовлетворяютъ уравненію ас-л-Ъ2 = В, числа а, с

положительныя, которыя не меньше 2Ъ; число Ъ не превосхо¬

дитъ |/~ ; откуда и слѣдуетъ предложенная нами теорема.

п
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62. Теорема.

Дѣлитель ж2ч- By2 при В > 0 можетъ быть представленъ
формою аи2-*- 2Ъиѵ -+- сѵ2, гдѣ ас— 62 = В, числа а, с положи¬

тельныя, не меньше 2Ъ, и Ъ не превосходитъ VI-
Доказательство. По теоремѣ 60-й дѣлитель х2ч-By2 пред¬

ставится Формою

аи2 ч~ 2Ъиѵ -+- сѵ2,

которой опредѣлитель будетъ— В. Но такая Форма по теоремѣ
59-й приводится къ виду

аи2 ч- 2Ъиѵ ч- сѵ2,

гдѣ ас— Ъ2 = В, численная величина а, с не меньше 26, и Ъ не

превосходитъ Притомъ а и с будутъ имѣть одинъ знакъ,

который здѣсь не можетъ быть—; ибо видѣли въ концѣ предыду¬

щаго параграфа, что въ этомъ случаѣ Формула аи2-*-2Ъиѵ-+-сѵ2

не можетъ имѣть значеній положительныхъ.

Такъ убѣждаемся въ справедливости предложенной нами тео¬

ремы.

На основаніи доказанныхъ нами теоремъ можно показать

какими квадратичными Формами выражаются всѣ дѣлители дан¬

ной Формы вида х2 zh By2.
Покажемъ это на примѣрахъ.
Пусть будетъ дана Форма х2-*-у2. По теоремѣ 62-й дѣли¬

тели ея будутъ представляться Формами

аи2 ч- 2Ъиѵ ч- сѵР,

гдѣ ас — Ъ2=1, а и с положительныя числа, не меньше 26, и 6

не превосходитъ ^/-|~. Но изъ послѣдняго слѣдуетъ, что 6=0;

уравненіе же ас— Ь2 = 1 при 6 = 0 даетъ ас = 1; откуда для

значеній а ъ с, которыя должны быть > 0, выходитъ

а= 1, с= 1.

Изъ этого мы заключаемъ, что всѣ дѣлители Формы х2 ч- у2
представляются Формою и2 ч- ѵ2.

На основаніи этой же теоремы дѣлители х2 ч- 2у2 будутъ
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представляться Формами
аи2 -+- 2Ъиѵ -+- сѵ2,

въ которыхъ ас—Ъ2—2, а и с числа положительныя, не меньше

2Ъ и Ъ не >

Но изъ условія & не > "|/-|- слѣдуетъ, что Ъ = 0; послѣ

того изъ уравненія ас—&2=2 выводимъ ас —2. Но такъ какъ

а и с должны быть числа положительныя, то это уравненіе пред¬

полагаетъ одно изъ двухъ: или а= 2, с — 1, или а = 1, с = 2.

Первому предположенію соотвѣтствуетъ Форма 2и2-+-ѵ2, второму

и2 ч- 2ѵ2.

Но эти Формы тождественны между собою; слѣд. всѣ дѣли¬

тели ж2 ч- 2у2 представятся одною Формою 2м2 н- ѵ2.

Подобнымъ образомъ найдемъ, что дѣлители х2 — у2 пред¬

ставляются Формою и2— ѵ2, дѣлители х2— 2у2 представляются

«кормою и2—2ѵ2 или 2и2—ѵ2, дѣлители х2—Ъу2 представляются

«нормами Зм2—ѵ2, и2—дѵ2. Для примѣра болѣе сложныхъ Формъ

возьмемъ х2— 21 у2.
По теоремѣ 61-й дѣлители этой Формы будутъ представ¬

ляться квадратичными «нормами

аи2 н- 2Ъиѵ — сѵ2,
въ которыхъ

Ъ не>|/^, ас-*-Ъ2— 21.

Первое намъ опредѣляетъ всѣ возможныя величины Ъ; изъ

него мы заключаемъ, что Ъ можетъ имѣть только значенія

О, 1, 2.

Предполагая Ъ послѣдовательно равнымъ всѣмъ этимъ чи¬

сламъ, мы изъ уравненія ас ч- Ъ2= 21, обращая вниманіе на то,

что а и с болѣе 0 и не менѣе 2Ъ, найдемъ всѣ значенія, которыя

могутъ имѣть а, Ъ, с въ Формѣ аи2-+-2Ъиѵ—сѵ2, опредѣляющей
дѣлителей х2— 21у2. Такъ дѣлая Ъ = 0, найдемъ ас= 21, что

можетъ быть удовлетворено только предположеніями
а
— 1 СО$3 II53

с = 21 с — 7 СОII

и*
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которыя всѣ удовлетворяютъ условію: а и с> 0 и не •< 2&, гдѣ

Ъ = О.

Дѣлая Ъ— 1, найдемъ ас-+-1 =21; откуда ас = 20, и это

приводитъ насъ къ предположеніямъ
а= 1 а— 2 а = 4 а = 5 а— 10

с = 20 с = 10 с = 5 с = 4 с— 2

Но первое и послѣднее не удовлетворяютъ условію: а и с пе<2Ь;
ибо Ъ = 1.

Итакъ для Ъ — 1 будетъ одно изъ четырехъ

а = 10

с= 2.

а = 2 а = 4 а = 5

с = 10 с = 5 с = 4

Наконецъ для Ъ=2 находимъ ас-*- 4

и слѣд. одно изъ двухъ
а = 1 а= 17

с = 17 с= 1.

Но оба эти случая невозможны; ибо 2Д будучи здѣсь равно

4, въ первомъ предположеніи превосходитъ а, во второмъ с.

Итакъ всѣ дѣлители х2— 17у2 должны представляться Фор¬

мами

и2— 21а2, За2 —7а2, 7а2 — За2, 21а2— а2,
2и2-*-2иѵ—10а2, 4м2-1-2иѵ—5а2, 5и2-*-2иѵ— 4а2,

1 Оа2 + 2иѵ— 2а2.

Но Формы 2u2-t-2uv— 10а2, 10а2-ъ-2аа— 2а2 даютъ одни

числа четныя; слѣд. всѣ нечетные дѣлители х2—2\у2 будутъ
представляться Формами

а2— 21а2, За2— 7а2, 7и2—За2, 21а2— а2,
4а2 -і- 2аа — 5а2, 5а2 -і- 2аа — 4а2.

Для другаго примѣра возьмемъ Форму х2-*-2бу2. По тео¬

ремѣ 62-й дѣлители ея представятся Формами

аи2 -+- 2Ът -+- сѵ2,
гдѣ

_

Ъ не>|/-^-, ас— Ъ2 = 26, аис не < 2&.

Первое неравенство предполагаетъ Ъ однимъ изъ трехъ чи¬

селъ

О, 1, 2.
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г*НIIв а— 2 СО53

с = 26 с = 13 с = 2

Дѣлая Ь — 0, мы для опредѣленія а и с находимъ условія
ас = 26, а и с не < О.

Эти условія приводятъ насъ къ предположеніямъ
а = 26

с — 1.

Дѣлая Ъ — 1, мы находимъ

ас = 27, а и с не < 2.

Уравненію ас —21 удовлетворяютъ

а= 27

с = 1.

Но изъ этихъ величинъ а и с условію
а не < 2, с не < 2

удовлетворяютъ только

а — 3 а = 9

с = 9 с = 3.

Наконецъ для Ъ — 2 находимъ

ас =30, я и с не<4.

Уравненію ас
— 30 мы удовлетворяемъ предположеніями

а— 30

с= 1.

а = 1 СОII53 а = 9

с = 27 с = 9 с = 3

г-НII53 а— 2 СОII53 а — 5 а—6 а= 10 м=15

с=30 с=15 с=10 с=6 с= 5 с= 3 с= 2

Но изъ нихъ условію
а не < 4, с не <4

удовлетворяютъ только

а = 5

с = 6

Отсюда для дѣлителей ж2-ь

а = 6

с — 5.

26?/2 выходятъ слѣдующія Формы

м2н-26м2, 2м2-т-13м2, 13м2н-2м2, 26м2 -нм2,
Зм2-н 2мм- 9м2, 9 м2 ■

6м2-

■ 2мм •

■ 4мм-

Зм2, 5м2-

5м2.

4мм -+- 6 м2,

Замѣчая, что здѣсь м2-+-26м2 тождественно съ 26м2 -нм2,
2м2-і-13м2 съ 13м2-і-2м2, Зм2-н 2мм н- 9м2 съ 9м2-н 2мм -н Зм2,
5м2-і-4мм-і- 6м2 съ 6м2 -+- 4мм и- 5м2, заключаемъ, что всѣ дѣ¬

лители sc2—1-26?/2 будутъ представляться Формами
м2-н 26м2, 2м2 -н 13м2, Зм2 -+- 2мм -+- 9м2, 5м2 -+- 4мм -+- 6м2.

Вотъ какимъ образомъ на основаніи доказанныхъ нами тео-
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ремъ могутъ быть выведены всѣ квадратичныя Формы дѣлителей

ж2 ± Dy2. Отсюда выходитъ много любопытныхъ предложеній
относительно рѣшенія уравненій вида ах2 -+- 2Ъху -+- су2 = Н,
составляющихъ предметъ изслѣдованія Теоріи неопредѣленныхъ
уравненій высшихъ степеней. Здѣсь же мы воспользуемся квад¬

ратичными Формами дѣлителей x2±Dy2 для опредѣленія его

линейныхъ дѣлителей. Мы показали, какъ найдутся дѣлители
х2 ± Dy2, когда D число простое; теперь мы покажемъ, какъ

найдутся дѣлители этой Формы при всякомъ значеніи D, будетъ
ли D число простое или составное. При этомъ мы будемъ пред¬
полагать D недѣлящимся на квадратъ какого нибудь числа; ибо

для D= DxJc2 Форма х2 ± D, /с2 у2 приведется къ х2 ± Dx (ley)2,
и слѣд. къ x2±Dxy2, полагая уг

— ley. Итакъ разсматривая дѣ¬

лителей Формы х2 ± Dy2, мы можемъ выкинуть изъ состава D

всѣ точные квадраты; поступая такимъ образомъ, мы будемъ
имѣть Формы вида х2 ± Dy2, гдѣ D не дѣлится на квадратъ ка¬

кого нибудь числа; опредѣленіемъ дѣлителей этихъ Формъ мы

теперь и займемся.

§ 47. Прежде чѣмъ покажемъ, какимъ образомъ изъ квад¬

ратичныхъ Формъ дѣлителей могутъ быть выведены линейные

дѣлители, мы докажемъ относительно Формы аи2 -+- 2Ъиѵ -н сѵ2

слѣдующія теоремы:

63. Теорема.

Если опредѣлитель формы аи2 2Ъиѵ -+- сѵ2 есть сі, число

недѣлящееся на квадратъ, то можно найти число а, для кото¬

раго а н- 2Ъа -+- со? будетъ число простое съ сі.

Доказательство. Въ самомъ дѣлѣ, пусть будетъ со общій
наибольшій дѣлитель с и d\ число со не будетъ заключать въ себѣ

множителемъ никакого квадрата; ибо d не дѣлится на квадратъ.

Но по значенію d мы имѣемъ Ъ2— ас = d; откуда слѣдуетъ, что

о, общій дѣлитель с и сі, дѣлитъ Ъ2, и слѣд. по теоремѣ 6-й дѣ¬

литъ Ь. Докажемъ же теперь, во 1-хъ) что можно всегда найти

. са-+-Ъ
число а, для котораго выраженіе <л

-

приводится къ числу про-
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стому съ и во 2-хъ) что такое число а обращаетъ а-н2ба-і-са2
въ число простое съ d.

Въ первомъ не трудно убѣдиться, замѣтивъ, что при дѣли¬

мости Ь на со, общій наибольшій дѣлитель с и с?, по теоремѣ 19

можно найти число, удовлетворяющее сравненію
со. -+- Ъ == а (мод. d),

что предполагаетъ дѣлимость cx-t-Ъ — о на d. Полагая же ча¬

стное отъ дѣленія са -+- Ъ — а на d равнымъ N, будемъ имѣть

сос-+-&'— (о
Л7>

“

d

откуда выходитъ

что обнаруживаетъ въ

(О

са ч

- = 1 ч-N-,

■Ъ d
— число простое съ —

Чтобы убѣдиться во второмъ, мы замѣчаемъ, что выраже¬

ніе а-н2^а-т-са2 можетъ быть представлено такъ

/са-*-5\2 Ь2 — ас

\ СО / (О

с

(О

гдѣ замѣняя ¥— ас черезъ d, имѣемъ

С

(О

Число же d разлагается на два множителя и о, которые

не могутъ имѣть общаго дѣлителя; ибо d не можетъ дѣлиться на

квадратъ; притомъ ^ по свойству числа а простое съ са^~-- • От¬

сюда слѣдуетъ, что ни со, ни ^ не могутъ имѣть общаго множи-

теля съ со (—-—; ибо простыя числа, входящія въ со-

ставъ о, дѣля о не могутъ дѣлить напротивъ дѣли¬

тели ^ не могугъ дѣлить о Итакъ ы )2— ~~ и слѣд.

/сан-Ь\2 d
00'

ы

2Ъа -г- са2
С

(л)
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а •

i
число простое съ © и —

,
а потому и съ произведеніемъ ихъ а,

что и слѣдовало доказать.

Для примѣра найдемъ число а, для котораго бы 3-ь-2.21а-+-

217а2 было число простое съ 212— 3.217 = — 210. Замѣчая,
что общій наибольшій дѣлитель 217 и 210 есть 7, мы для опре-

дѣленія а находимъ условіе, что—^ , или ЗІа-нЗ число

простое съ
-у

или 30. Этому условію, какъ видѣли, можно все¬

гда удовлетворить, рѣшая сравненіе
217а-ь- 21 = 7 (мод. 210).

Но въ этомъ случаѣ, какъ и въ большей части другихъ, мы

можемъ легко найти а, пробуя различныя числа. Такъ находимъ,
что а— — 2 обращаетъ ЗІа-нЗ въ число простое съ 30. Слѣд.

и выраженіе Зн-2.21а-+-217а2 при а = — 2 будетъ число

простое съ 210.

На основаніи доказанной нами теоремы для всякой Формы

аи2-+- 2Ъиѵ-\~ сѵ2 найдется число а, обращающее а -+- 2Ьа -+- са2

въ число простое съ опредѣлителемъ ея. Опредѣливши такое

число, мы можемъ преобразовать Форму аи2 -+- 2Ъиѵ -+- сѵ2 въ

другую, гдѣ первый членъ будетъ имѣть коеФФИціентомъ число

простое съ опредѣлителемъ ея d. Этого мы достигнемъ всегда,

дѣлая въ этой Формѣ ѵ—ом— U, гдѣ а есть число, обращающее

а-+-2Ъа.-+-са? въ число простое съ d. Въ самомъ дѣлѣ, изъ этого

уравненія найдемъ v = <m-t-U, и внося эту величину въ Форму

аи2-і-ЗЪиѵ-+-сѵ2, мы ее преобразуемъ въ такую

аи2 -+- 2Ъ (аи -*-U) и ч- с (аи -+- Uf,
что по раскрытіи скобокъ даетъ

(а н- 2Ъа -+- са2) и2 2 (Ъ -+- ас) uU-ъ- cTJ2,

гдѣ коеФФИціентъ перваго члена есть а-+~2Ъа-+-са2, число про¬

стое съ d по положенію.

Такъ чтобы сдѣлать въ Формѣ 3m2~h2.21w-i-217v2 пер¬

вый коеФФИціентъ числомъ простымъ съ опредѣлителемъ ея,

ищемъ число а, которое бы обратило 3 + 2.21а -і- 217а2

въ число простое съ 210. Этому условію, какъ видѣли,
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удовлетворяетъ а =— 2. Поэтому для преобразованія Формы

Зад2ч- 2.2ІМѴ-+- 217г>2 дѣлаемъ ѵч-2и— U, и на мѣсто ад въ

Форму Зад2-*- 2.21мг; -+- 217ад вносимъ U— 2ад. Это даетъ намъ

Зад2-ь 2.21 (U— 2ад) ад ~t- 217 (І7— 2м)2,
или

787м2— 826Uu-+-217V2.

Такимъ образомъ данная Форма

Зад2 и- 2.21адад ч- 217г?2

преобразовывается въ Форму

787ад2 — 826мі7 -н 217 Z72.

Послѣдняя Форма сложнѣе первой; но она имѣетъ ту выгоду,

что въ ней коеФФИціентъ ад2 число простое съ опредѣлителемъ.
Это послужитъ значительнымъ облегченіемъ при опредѣленіи ли¬

нейныхъ дѣлителей, и теперь вездѣ мы будемъ предполагать ква¬

дратичныя Формы преобразованными такъ, что въ нихъ первый
коеФФИціентъ число простое съ опредѣлителемъ. Въ этомъ пред¬

положеніи мы докажемъ слѣдующія теоремы относительно ква¬

дратичныхъ Формъ:
64. Теорема.

Если въ формѣ аиі-л-2Ъиѵ-л-сѵі число а простое съ опредѣ¬
лителемъ Ъ2— ас

— d, то можно найти число I, удовлетворяю¬
щее сравненію

аи2 н— 2Ъиѵ -н сѵ2= аР -н 2Ы-+-с (мод. d).
Доказательство. Въ самомъ дѣлѣ, при а простомъ съ d

сравненіе
а (аи2 -+- 2Ъиѵ -+- сѵ2) = а (аі2 -+- 2Ы н- с) (мод. d)

можетъ быть сокращено на а; вслѣдствіе чего оно приводится къ

аи2 -+- 2Ъиѵ -ь сѵ2= аі2 -+- 2Ы -+- с (мод. d),
которое хотимъ доказать. Но сравненіе

а (аи2 -+- 2Ьиѵ -+- сѵ2) == а (аі2 н- 2Ы -+- с) (мод. d)
можетъ быть такъ представлено:

(аи -+- Ъѵ)2 — (Ъ2 — ас) ѵ2 == (аі н- Ъ)2— (Ъ2 — ас) (мод. d),
что по равенству Ъ— ас2 съ модулемъ d приводится къ слѣдую¬
щему

(аи -+- Ъѵ)2 == (аі -+- Ъ)2 (мод. d),
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а это удовлетворяется, если

аі ч- Ъ == аи -+- Ьѵ {мод. d).
Но послѣднему сравненію мы всегда можемъ удовлетворить; ибо

оно первой степени и а простое съ d; откуда и выходитъ пред¬

ложенная нами теорема.

На основаніи этой теоремы мы заключаемъ, что если при

всѣхъ величинахъ I значенія af ч- 2Ы ч- с по модулю d срав¬

нимы съ числами

то съ ними сравнимы также и всѣ значенія аи2 ч- 2Ъиѵ -+- сѵ2,
и слѣд. всѣ числа, опредѣляемыя этою Формою будутъ одного

изъ слѣдующихъ видовъ

md ч~ rv md ч- гг, md ч- rn,
гдѣ т произвольное число. Чтоже касается до чиселъ rv rs,.... гп,
съ которыми сравнимы по модулю d всѣ значенія аі2 + 2al-+- с;

то мы ихъ найдемъ, опредѣляя числа, сравнимыя съ этимъ вы¬

раженіемъ при 1— 0, 1, 2, d— 1; ибо съ этими значеніями

аХ2ч~2Ыч-с по модулю d будутъ сравнимы всѣ другія.
Такъ для выраженія чиселъ, опредѣляемыхъ Формою

аи2 ч~ 2Ъиѵ -+- сѵ2,
найдемъ линейныя Формы

md-t-r„ md-\-r%, md-+-rn.
Но каждая изъ этихъ Формъ приводится къ четыремъ, смотря

по виду числа т. Такъ предполагая въ первой Формѣ т равнымъ

4:2, 4:2-+- 1, 42 -+- 2, 42 -+- 3, мы изъ нея выведемъ четыре

4dz-+-rl, 4d2 н- d ч- rv 4d2-+-2d ч-rv 4d2 ч-Zd ч-гѵ

и ограничиваясь одними нечетными значеніями аи2ч-2Ъиѵч-еѵ2,
посмотримъ, которыя изъ этихъ Формъ должны быть выкинуты.

Начнемъ съ d нечетнаго. При d нечетномъ между числами

rv d ч- гѵ 2d ч- гѵ 3d ч- гх будетъ два четныхъ и два нечет¬

ныхъ (см. теор. 10). Ограничиваясь однимъ нбчетными значе¬

ніями аи2 -+- 2Ъиѵ н- сѵ2, мы изъ четырехъ Формъ

4dz4-rv 4dz4-d4-rl, 4dz 4~2d ч-гѵ 4d2 4-3d4-rl
выкинемъ двѣ, въ которыхъ члены не содержащіе я будутъ чет-
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ные. Затѣмъ для выраженія нечетныхъ значеній аи2-л-2Ьш)-\~со2

останутся двѣ Формы, изъ которыхъ одна будетъ давать числа

вида 4т -і- 1, другая вида 4т -+- 3 (см. § 44).
Изъ этихъ Формъ мы оставимъ или одну только или обѣ,

смотря потому даетъ ли Форма аи2-+-2Ъиѵ-л-сѵ2 одни числа вида

4т -і-I или одни числа вида 4тч-3 или тѣ и другія вмѣстѣ.
Но это узнаемъ мы, замѣчая, что относительно и и ѵ можно

сдѣлать четыре предположенія
и — 2к

ѵ — 2s -t- 1.

Внеся же эти значенія и и ѵ въ Форму сиг -+- 2Ьиѵ -і сѵ2,
находимъ результаты такого вида

u = 2k и — 2k -4— 1 и — 2k —i— 1

v = 2s v — 2s v = 2s -+-1

4N, ANr а, 4ІѴ2 2Ъ-л-с, 4Ж

гдѣ называемъ черезъ AN, 4Nv 4Ni} AN3 совокупность членовъ,

имѣющихъ множителемъ 4.

Изъ этого видно, что если ни одно изъ чиселъ а, с,

а -1-26-4- с не есть вида 4т-ьі или 4т-+-3, то Форма

аи2 -+- 2Ъиѵ -+- сѵ~ не даетъ чиселъ этого вида.

Обращаемся теперь къ случаю d четнаго.

При d четномъ всѣ числа rv d-h-rv 2d ы- г,, 3d-t-r1 или

будутъ четныя или всѣ будутъ нечетныя. Въ первомъ случаѣ
мы заключимъ, что Форма аи? -+-2Ъиѵ-+-сѵ1 не даетъ чиселъ не¬

четныхъ; во второмъ же по виду чиселъ rv d -+- гг, 2d -+- гѵ

3<7ч-гх мы узнаемъ какого изъ четырехъ видовъ: 8т-+-1,8от-ч-3,

8тч-5, 8т-*-7 числа выражаются каждою изъ линейныхъ Формъ

Ыг-t-гѵ Ыг-л-d-+-Adz -+- 2d -t- rv Adz -+- 3d -+- rv и мы

увидимъ, которыя изъ нихъ должны быть выкинуты, опре¬

дѣливъ, какихъ изъ четырехъ видовъ 8тч-1, 8тн-3, 8т-н 5,

8т -+- 7 получаются числа изъ Формы аи2 -+- 2Ьиѵ -+- сѵ2. Для
этого мы замѣчаемъ, что относительно а и ѵ мояшо сдѣлать
только девять предположеній:

и = АЬ

ѵ = As

— 2k “i— 1 u — 2k-+-l ы — 2k f~ 1 и — Alt

v — 2s -+- ] v — As v — 4s 2 v — 2s—4-1

и = Ак

ѵ — As-

Alt ■

2s ■

и = Ah ■

v — As ■

u — Ak-

v — As



— 172 —

II§ и — 4к и — 4кч-2

ѵ = 4s ѵ = 4s н-2 ѵ = 4s ч- 2

2

изъ которыхъ четыре

и — 4к

у — 4s

не должны имѣть мѣста; ибо въ нихъ значеніе аи2ч~ 2Ъиѵ ч- сѵ2

будетъ всегда число четное. Что же касается до остальныхъ

предположеній, то дѣлая въ Формѣ аи2 -+- 2Ъиѵ -+- сѵ2

и—4к
ѵ— 2s

и — 2кч-\ и —2кч- 1 и=2кч-\ 11 ■— 4кч-2

ѵ = 2s ч-\ ѵ —4s v=4s-*-2 V—2S4-1 1,
мы находимъ результаты такого вида

8Жч-а + 2Ъч-с, 8NX4-а, 8ІѴа 4с,- а ч- 4Ъ ■

8N3 ч- 4а ч- 4Ъч-с, 8ІѴ4 -+- с,

гдѣ 82Ѵ, 8^, 8N2, 8N3) 8N4 означаетъ совокупность всѣхъ

членовъ, имѣющихъ множителемъ 8; сюда же относятся члены

4 (к2 -+- к), 4 (s2 ч- s), которые на 8, очевидно, дѣлятся.

Отсюда слѣдуетъ, что числа, опредѣляемыя Формою

аи 2Ъиѵ ■ ■ сѵ*

могутъ имѣть какой либо изъ видовъ 8ш-н1, 8т-+- 3, 8от-+-5,
8т -г- 7 только тогда, когда этого вида есть число между а, с,

а+2Ъч-с, 4а-§- 4Ь ч- с, а -+- 4Ъ

которыя изъ четырехъ Формъ

4dz ■ ■

гп 4dz- ■ d -+- rv 4dz ■

- 4c, и этимъ опредѣляется,

2d -+- г., 4dz ч-3d-і-г,

могутъ выражать нечетныя значенія аи2 н- 2Ъиѵ ч- сѵ2 и кото¬

рыя должны быть откинуты.

Покажемъ это на примѣрѣ.
Мы видѣли, что всѣ нечетные дѣлители ж2-+-26у2 представ¬

ляются Формами

и2 ч- 26ѵ2, 2и2ч-13ѵ2, Зи2 ч-2иѵ ч-Зѵ2, Ьи2 ч- 4иѵ -+- 6ѵ2.

Чтобы опредѣлить линейныя Формы чиселъ, представляемыхъ

первою, мы замѣчаемъ, что въ ней коеФФИціентъ и2 не имѣетъ

общаго дѣлителя съ опредѣлителемъ Формы; поэтому къ ней

можетъ быть приложена теорема 64. На основаніи этой тео¬

ремы мы заключаемъ, что всѣ значенія и2ч-23ѵ1 по модулю 26

будутъ сравнимы съ тѣми же числами, съ которыми сравнимы

значенія 12ч- 26 при I— 0, 1, 2, 25. Но наименьшія
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числа, сравнимыя съ

О2-+- 26, I2-+- 26, 22-+- 26 252н- 26

по модулю 26, мы находимъ въ остаткѣ, получаемомъ при дѣ¬

леніи этихъ чиселъ на 26. Опредѣляя эти остатки, находимъ,
что всѣ они равны

О, 1, 4, 9, 16, 25, 10, 23, 12, 3, 22, 17, 14, 13.

Откуда заключаемъ, что съ этими числами по модулю 26

сравнимы и всѣ значенія и2ч- 26ѵ2, а потому эти значенія дол¬

жны представляться Формами

26m-t-0, 26ш-+-1, 26m-+-4, 26m-t-9, 2бтч-16,
26m-t-25, 26W-+-10, 26шч-23, 26m-t-12, 26Ш4-3,

26т-ь22, 26m4~17, 26тн-14, 26тн-13.
Но изъ нихъ только Формы

26шн-1, 26т-ь9, 26Ж4-25, 26тн-23

26т-+-3, 26m-h-17

даютъ числа нечетныя и простыя съ 26; ихъ мы только и оста¬

вимъ. Дѣлая здѣсь т—4я, 404-1, 4г-і-2, 40-+-3, мывыводимъ

10404-1, 10404-27, 10404-53, 10404-79,

10404-9, 104^—і—3 5, 10404-61, 10404-87,

10404-25, 10404-51, 10404-77, 10404-103,

10404-23, 10404-49, 10404-75, 10404-101,

10404-3, 10404-29, 10404-55, 10404-81,
10404-17, 10404-43, 10404-69, 10404-95.

Но чтобы узнать, которыя изъ этихъ Формъ должно оставить

и которыя выкинуть, мы должны опредѣлить, какіе изъ четырехъ

видовъ 8ш-»-1, 8ш4-3, 8m-f-5, 8т-+-7 имѣютъ числа, полу¬

чаемыя изъ Формы и24-2 6г>2. Мы видѣли, что вообще для Формы

аи2ч-2Ъиѵч-сѵ2 это опредѣляется видами чиселъ

а, с, azfi2b-t-c, 4а-н4&4-с, й4-4&4-4с.

Отсюда для Формы и24-2 6ѵ3 выходитъ

1, 26, 14-26, 44-26, 14-4.26.

Но здѣсь нѣтъ чиселъ вида 8ш-+-5 и 8т-*-7. Слѣд. въ най¬

денныхъ нами Формахъ мы должны откинуть тѣ, которыя

даютъ числа этого вида.
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Такъ замѣчая, что 53, 61,77,29, 101, 69 суть вида 8т-+-5,
а числа 79, 87, 103, 55, 23, 95 вида 8т-н7, мы откидываемъ

Формы

104з-4-53, 104.3-4-61, 104.3-4-77, 104з-4-29,

104^-4-101, 104з-4-69, 104з-4-79, 104з-4-87,
104^-4-103, 104зн-55, 104зч-23, 104з-4-95,

и у насъ остаются слѣдующія:
104.3-4-1, 104^-4-27, 1043-+-9, 104,3-4-35,

1043-4-25, 104з-ь51, 104з-4-49, 104з-4-75, 1043-4-3,
1043-4-81, 1043-4-17, 1043-1-43.

Раскроемъ теперь линейныя Формы чиселъ, опредѣляемыхъ

квадратичною Формою 2w2-i-13v2. Но къ этой Формѣ нельзя

прямо приложить теорему 64; ибо въ ней коеФФиціентъ и2 есть

2, число непростое съ опредѣлителемъ—26.
Поэтому мы должны предварительно эту Форму преобразо¬

вать по способу показанному нами выше. Для этого, замѣчая,
что общій наибольшій дѣлитель 2 и 26 есть 2, мы ищемъ а,

которое бы обратило 2*^~°, или а, въ число простое съ 13.

Этому условію удовлетворяетъ 1, а потому для преобразованія
Формы 2w2-4-13v2 вносимъ въ нее U-+-u на мѣсто ѵ, черезъ что

она обращается въ слѣдующую
15м2-4-26м£7-4-13 U\

Получивъ такимъ образомъ Форму, въ которой первый коеФ¬

Фиціентъ число простое съ опредѣлителемъ— 26, мы на осно¬

ваніи теоремы 64 заключаемъ, что ея значенія по модулю 26

будутъ сравнимы съ остатками, получаемыми при дѣленіи

15.03-4-26.0-4-13, 15.13-4-26.1-4-13,...., 15.252-4-26.25-і-1 3
на 26.

Но эти остатки мы находимъ равными числамъ

13, 2, 21, 18, 19, 24, 7, 20, 11, 6, 5, 8, 15, 0;
слѣд. по модулю 26 сравнимы съ ними всѣ значенія 15г«2-4-

26Mf7-i-13Dr2, а потому они могутъ быть представлены Формами

26ш-4-13, 26m-4-2, 26W-4-21, 26т-4-18,

26W-4-19, 26ш-4-24, 26тн-7, 26W-4-20, 26т-і-11,
26W-4-6, 26т-»-5, 26ж-4-8, 26w-4-15, 26?»г-4-0.
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Но ИЗЪ ЭТИХЪ Формъ только

26W-+-21, 26m-4-19, 26т-4-7, 26т-4-11, 26ж-4-5, 26w-+-15

даютъ числа нечетныя и простыя съ опредѣлителемъ—26; ихъ

мы только и оставляемъ. Дѣлая здѣсь т= 40, 40-4-1, 40-4-2,
40-і-З, мы изъ этихъ Формъ выводимъ

1040-4-21, 1040-4-47, 1040-4-73, 1040-4-99,
1040-4-19, 1040-4-45, 1040-4-71, 1040-4-97,
1040-4-7, 1040-4-33, 1040-4-59, 1040-4-85,
1040-1-11, 1040-4-37, 1040-4-63, 1040+ 89,
1040-4-5, 1040-4-31, 1040-4-57, 1040-4-83,
1040-4-15, 1040-4-41, 1040-4-67, 1040-4-93.

Но числа, выражаемыя Формою

15м2-4-26м£7-4-13С72,
не могутъ быть вида 8т-4-1 и 8»г —і— 3; ибо ни одріо изъ чиселъ

15, 13, 15+26-4-13, 4.15-4-2.26-4-13, 15-4-2.26-1-4.13

не есть этого вида. Поэтому изъ найденныхъ линейныхъ Формъ
мы должны выкинуть всѣ, которыя даютъ числа или вида 8тч-1

или 8т-4-3.

Затѣмъ для выраженія чиселъ нечетныхъ и простыхъ съ

опредѣлителемъ, получаемыхъ изъ Формы 15M2-4-26«Z7-4-13i!72,
остаются

1040-1-21, 1040-4-47, 1О40+-45, 1040-4-71,

1040-4-7, 1040-4-85, 1040-4-37, 1040-4-63,

1040-4-5, 1040-4-31, 1040-4-15, 1040-4-93.

Чтобы найти всѣ линейные дѣлители ж3-4-26</2 намъ остается

найти линейныя Формы для выраженія чиселъ, опредѣляемыхъ

Формами
Зм2-4~ 2uv-t-9v2, 5м2-4-4му-4-бг;2.

Но при этомъ мы находимъ для Формы Зиач-2иѵ-*~9ѵ2 тѣ

же линейныя Формы, какія нашли для г42-4-26ѵй, а для Формы

5и2ч-4иѵч-6ѵ2 тѣ же, какія нашли для 2«2-і-13гА

И такъ всѣ нечетные дѣлители Формы ж2-+- 26t/2, простые
съ 26, опредѣляются слѣдующими Формами
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1040-1-1, 1040-1-3, 1О40Н-5, 1040-1-7,
1040-1-9, 104S-I-15, 1040-1-17, 1040-1-21,

1040-1-25, 1040-4-27, 1О40-+-31, 1О40-+-35,
1О40Н-37, 1040-1-43, 1040-1-45, 1О40-н47,
1040-1-49, 1040-1-51, 1040-1-63, 1040-1-71,

1040-1-75, 1040-1-81, 1040-1-85, 1О40-н93.
Такъ съ помощію квадратичныхъ Формъ могутъ быть опре¬

дѣлены линейные дѣлители x2ztzBy2, будетъ ли Z) число простое

или составное. Но чтобы при опредѣленіи ихъ не дѣлать лиш¬

нихъ выкладокъ, мы покажемъ теперь средство узнавать, что

двѣ квадратичныя Формы дѣлителей х2 db І)у2 приводятся къ

однимъ линейнымъ Формамъ, какъ въ предыдущемъ примѣры
«і2-і-26ѵ2 и Ъи2-л-2иѵ-ь-<Эѵ2, 2и2ч-13ѵ2 и 5и2ч-4и2ѵ-*-6ѵ2.

Для этого мы докажемъ слѣдующую теорему:

65. Теорема.

Если аи2-+-2Ъиѵ-+-сѵ2, ах Ѵ2-+- 2Ъх TJVн- сх V2 суть квадра¬
тичныя формы дѣлителей х2—dy2, и а, ах числа простыя съ d;
притомъ a==al2-i-2bl-t-c (мод. d), гдѣ I какое нибудь число; то

можно найти х, удовлетворяющій сравненію
ах х2 -+- 2ЪХ х -ь- сх == «а2 -+- 2&а -+- с (мод. d).

Доказательство. Въ самомъ дѣлѣ при а и ах простыхъ съ

d сравненіе
а2 ах (ах х2 -+- 2ЪХ х -+■ с^) = а2а1 (аа2 -+-2Ъа-г-с) (мод. d)

можетъ быть сокращено на а2ах и такимъ образомъ оно при¬

водится къ

ах х2 н 2ЪХ х -+- сх = аа? -+- 2Ъа -+- с (мод. d),

котораго возможность имѣемъ въ виду доказать. Но сравненіе

а2ах (ах х 2Ъхх-+- сх) = а2 ах (аа?ч- 25я + с) (мод. d)
можетъ быть такъ представлено:

(aaxx-t-abx)2—а2(Ъ2—ахсх)=аа1(аа-*-Ъ)2—аах(Ъ2—ас) (мод. d),
гдѣ Ъ2— ах сѵ Ъ2 — ас равны d\ ибо по положенію

ах U2 -н 2ЪХ UV-+- сх V2, аи2 -+- 2Ъиѵ -+■ сѵ2

суть квадратичныя Формы дѣлителей х2 — dy2 (см. теор. 60).
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Вслѣдствіе чего предыдущее сравненіе приводится къ такому

(ааг х -+- abxf = аа1 (аа ч- bf {мод. d).
Это же сравненіе удовлетворяется, если

аахжн-аЬ1 = {аа.-t-Ъ) {аі-+-Ъ) {мод. d).
Чтобы убѣдиться въ этомъ замѣтимъ, что для этой вели¬

чины aa1x-t-ab1 оно приводится къ

{аа. ч- bf {аі -і- bf= аах (аа -+- bf {мод. d).
Но (аіч-bf сравнимо съ аах по модулю d; ибо по положенію

ах
= аі2 ч- 2Ыч-с (мод. d);

откуда выходитъ

аах
== а (аі2 ч- 2Ы н- с) {мод. d),

или аах
= {аі -+- bf — {b2 — ас) (мод. d),

и слѣд. аах == (аі -+- bf, потому что Ъ2— ас есть d.

Итакъ, чтобы удовлетворить сравненію

«j х2 -+- 2Ьг х -+- Cj = аа2 -+- 2Ъа -+- с (мод. d)

необходимо только найти х, для котораго

аах х -+- аЪх= (аа -+- Ь) (аі н- V) (мод. d),
что не представляетъ ни какой трудности; ибо здѣсь х въ первой
степени и коеФФИціентъ его аах число простое съ модулемъ d.

Такъ убѣягдаемся въ справедливости предложенной нами тео¬

ремы.

На основаніи ея и теоремы 63-й мы заключаемъ, что если

ах будетъ сравнимо по модулю d съ какимъ либо значеніемъ

аі2 -+- 2аІ -+- с, то числа, опредѣляемыя Формами

аи2 -+- 2Ьиѵ -+- сѵ2, ах U2 ч- 2Ъх TJV -+- сг V2,

будутъ сравнимы съ одними и тѣми же числами; а потому какъ

для той, такъ и для другой линейныя Формы вида md-+-r будутъ
однѣ и тѣже.

Что же касается до Формъ вида 4md н- г, то мы ихъ легко

выведемъ изъ Формъ вида md-i-r, и на основаніи показаннаго нами

способа выводить эти Формы видно, что онѣ для аи2ч-2Ьиѵч-сѵ2

и аг TJ2 -+- 2ЪХ XJVч- с: V2 будутъ различныя или одинакія, смо¬

тря по виду чиселъ а, с, ач-2Ь ч- с, ах, сѵ ахч-2\ч- сг при

d нечетномъ и по виду чиселъ а, с, а qr 2Ь ч- с, Аа ч- 4& ч- с,
12
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<г-+-4Ь-н4с, av cv al+2\-+- cv 4^-1- 4b,-+- cv ax-+- Abx -+- 4cx
при d четномъ. Этимъ мы оканчиваемъ теорію дѣлителей x2±dy2.
Въ концѣ книги помѣщены таблицы линейныхъ дѣлителей Формы
х2 ± dy2 для всѣхъ значеній d, недѣлящихся на квадратъ, отъ

d — 1 до d = 101. Эти таблицы имѣютъ весьма важныя прило¬

женія, какъ мы увидимъ въ слѣдующей главѣ.

ГЛАВА VIII.

Приложеніе теоріи сравненій къ разложенію
чиселъ на простые множители.

§ 48. Въ заключеніе Теоріи сравненій, мы покажемъ ка¬

кимъ образомъ, на основаніи ея, можетъ быть упрощено разло¬

женіе чиселъ на простые множители.

Извѣстно, что для разложенія числа А на простые множи¬

тели мы должны отыскать наименьшее простое число, которое

дѣлитъ А; если это число есть а, то дѣлить А на а и искать

г ^
наименьшее простое число, которое д влитъ —; если это число

есть р, то искать наименьшаго дѣлителя А; и продолжать это до

тѣхъ поръ, пока дойдемъ до частнаго, которое пе дѣлится на всѣ

простыя числа, не превосходящія его квадратнаго корня. Это

частное будетъ число простое, и произведеніе его па а. [3
будетъ искомое разложеніе числа А. Такимъ образомъ разложе¬

ніе чиселъ на простые множители приводится къ изслѣдованіямъ,
что данное число имѣетъ-ли дѣлителей или пѣтъ, и если имѣетъ,
то какой наименьшій изъ нихъ. Но эти изслѣдованія представля¬
ютъ большія трудности для чиселъ значительныхъ. Такъ на на¬

чалахъ Ариѳметики наименьшаго дѣлителя числа N мы должны

искать между всѣми простыми числами, меньшими VN, пробуя
на нихъ дѣлить N. Но такихъ чиселъ будетъ много, если N ве¬

лико, инамъ нерѣдко придется испытать значительную часть ихъ,

прежде чѣмъ попадемъ па дѣлителя N. Еще болѣе трудности
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встрѣчаемъ при N простомъ; въ этомъ случаѣ мы должны бу¬

демъ испытать дѣлимость N на всѣ простыя числа до VN. Такъ

на началахъ Ариѳметики изслѣдованіе состава какого нибудь
числа, превосходяшаго 1000000, потребуетъ не рѣдко болѣе

160 дѣленій; ибо чиселъ простыхъ меньшихъ У1000000, или

1000, находимъ 168. На основаніи Теоріи сравненій эти изы¬

сканія значительно облегчаются; мы можемъ по виду даннаго

числа опредѣлить видъ всѣхъ возможныхъ дѣлителей его, и намъ

останется только испытать числа этого вида.

§ 49. Мы начнемъ съ частнаго случая, особенно замѣча¬

тельнаго, и покажемъ, какъ могутъ быть опредѣлены Формы дѣ-

лителеи чиселъ вида а ±1, для которыхъ, на основаніи теоремъ

Ѵ-й главы, не трудно доказать слѣдующее:

66. Теорема.

Еслир простое нечетное число и дѣлитъ ат—1; то р можетъ

бытъ выражено формою ш-ьі, гдѣ о дѣлитель т (включая сюда

и 1), z число простое съ ^; притомъ р должно дѣлить аш—1.

Доказательство. Если со есть общій наибольшій дѣлитель

р
— 1 и и; то числа ^2 , цѣлыя и простыя между собою.

Полагая первое изъ нихъ равнымъ г, будемъ имѣть

(О ’

откуда р = ш -+-1.

Намъ остается теперь доказать, что р будетъ дѣлить о“—1.

Для этого мы замѣчаемъ, что дѣлимость ат—1 на р выражается

сравненіемъ
ат— 1=0 (мод. р),

которое по теоремѣ 36-й при р
— 1 и т имѣющихъ общимъ

наибольшимъ дѣлителемъ а предполагаетъ

аы— 1 = 0 (мод. р),
и слѣд. дѣлимость «“— 1 на р, что и слѣдовало доказать.

Изъ этой теоремы легко вывести слѣдующую:
12*
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67. Теорема.

Если 2п н- 1 число простое, то простые нечетные дѣли¬

тели а2"-1-1—1 должны бытъ вида 2 (2n-t-l)z 4-1 или дѣлитъ

а—1; притомъ они должны бытъ дѣлителями формы ж2—ау1.
Доказательство. Если р нечетное число; то оно можетъ

быть такъ представлено 22Ѵ-+-1. Но эта Форма при дѣлимости

N на 2пч-1 приводится къ такой 2 (2м-+-1)л-і-1. Въ томъ же

случаѣ, когда N не дѣлится на простое число 2п 1, число 2N

будетъ простое съ 2пч-1. Но если р дѣлитъ й2"‘ні—1 и выра¬

жается черезъ 22Ѵ-+-1, гдѣ 2N простое съ 2и-т-1; то по пре¬

дыдущей теоремѣ оно должно дѣлить а— 1. Итакъ р должно

быть вида 2 (2п -+-1) z н- 1 или дѣлить а— 1.

Докажемъ же теперь, что р должно быть дѣлителемъ Формы

х2—ау2. Въ этомъ не трудно убѣдиться: р дѣлитъ а2”"*"1— 1, и

слѣд. дѣлитъ а (агп~*~1—1), а это приводится къ (а"'4'1)2—а, вы¬

раженію вида х2 — ау~.

Замѣчая, что при а= 2 никакое число не дѣлитъ а—1; дѣ¬
лители же х2 — да/2 по 56-й теоремѣ должны быть одного изъ

двухъ видовъ: 8m-+- 1 или 8т—1, мы на основаніи доказан¬

наго нами заключаемъ, что всѣ простые дѣлители 22n"l~1—1 при

2п-+-1 простомъ должны быть вида 2(2ин-1) z-+-1, и въ тоже

время должны быть одногр изъ двухъ видовъ: 8m -а- 1 или

8т — 1. Опредѣливши такимъ образомъ видъ дѣлителей числа

22П~*~1— 1, не трудно найти ихъ во всякомъ частномъ случаѣ,
или убѣдиться въ отсутствіи ихъ.

Для примѣра возьмемъ число 2п—1, равное 8388607. Такъ

какъ 23 число простое, то дѣлители 223—1 должны быть вида

46z-t-1 и въ тоже время одного изъ двухъ видовъ: 8тч-1 или

8т—1. Чтобы соединить эти два свойства, мы замѣчаемъ, что

z можетъ быть одного изъ четырехъ видовъ

4х, 4хч-1, 4хч-2, 4x4-3.

Для этихъ значеній z Форма 46z4- 1 приводится къ такимъ

четыремъ

184л-і-І, 184,3-«-47, 184л нь 93, 184л и-139,
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изъ которыхъ послѣднія двѣ не даютъ чиселъ вида 8т +1 и

8т— 1. Слѣд. для дѣлителей числа 8388607 возможны только

двѣ Формы
184*н-1, 184* н-47.

На основаніи ихъ не трудно показать всѣ простыя числа,

между которыми должно искать дѣлителей 8388607. Для этого

ограничиваясь дѣлителями, не превосходящими У8388607, мы

опредѣляемъ значенія
184®-*- 1, 184ж -+- 47

при х = 0, 1, 2, 15. Между ними находимъ слѣдующія
простыя числа 599, 967, 1151, 1289, 1657, 2393.

Но дѣля на нихъ 8388607, мы замѣчаемъ, что ни одно изъ

нихъ не дѣлитъ 8388607; откуда заключаемъ, что 8388607

число простое.

Такимъ же образомъ Ейлеръ нашелъ, что

231—1 =2147483647

есть число простое, и это есть самое большое простое число,

доселѣ извѣстное.

Подобнымъ образомъ на основаніи доказанныхъ нами тео¬

ремъ легко изслѣдовать составъ всякаго числа, опредѣляемаго
Формулою ат— 1.

Переходимъ теперь къ числамъ вида am-t-1, и относительно

ихъ дѣлителей докажемъ слѣдующую теорему:

68. Теорема.

Если р простое нечетное число и дѣлитъ ат~+~ 1, то р мо¬

жетъ бытъ такъ представлено: 2и? і-1, гдѣ а дѣлитель т (не
исключая 1), который въ частномъ ^ даетъ число нечетное, s

число простое съ , притомъ р должно дѣлитъ а" ч- 1.

Доказательство. Дѣлимость ат -+-1 на р выражается срав¬

неніемъ

ат н- 1 = 0 (мод. р),
которое по 40-й теоремѣ предполагаетъ

«"-«-1=0 (мод. р),
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гдѣ со общій наибольшій дѣлитель т и р — 1, который въ част¬

номъ долженъ дать число четное. Полагая это частное рав¬

нымъ 2г, найдемъ
^= 2*;

(О
7

и слѣдовательно

р = 2со01.

Но нетрудно убѣдиться, что здѣсь г число простое съ ,

и частное — число нечетное. Въ самомъ дѣлѣ, число со, будучи

общимъ наибольшимъ дѣлителемъ р—1 и т, въ частныхъ ,

должно дать числа простыя между собою. Но первое есть 2$,

и оно не иначе можетъ быть простымъ съ , какъ при недѣ¬

лимости на 2, и отсутствіи общихъ дѣлителей въ и г.

Намъ остается доказать, что р долженъ дѣлить аш ч- 1; но

это слѣдуетъ изъ сравненія
«“-4-1 = 0 (мод. р),

которое мы вывели выше.

Изъ этой теоремы, какъ частный случай, выходятъ такія:

69. Теорема.

Простые нечетные дѣлители числа а2П_Н1н- 1 при 2п -+-1

простомъ должны бытъ вида 2 (2n-t-l) 0-*-1 или дѣлитъ а-ч-1.

Доказательство. Если р нечетное число, то оно можетъ

быть такъ представлено 2N-+-1. Но эта Форма при дѣлимости

N на 2п-+-1 приводится къ 2(2п-л- 1)^-н1. Въ томъ же слу¬

чаѣ, когда N не дѣлится на простое число 2n -+-1, число N про¬

стое съ 2п -1-1, и дѣлимость а2П~*~1-ь-1 на р = 2N-+-1, по пре¬

дыдущей теоремѣ, предполагаетъ дѣлимость а -+-1 на это число,

что и слѣдовало доказать.

70. Теорема.

2«
Всѣ нечетные дѣлители числа 2 -+-1 должны бытъ вида

2.2" + 1.
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Доказательство. По теоремѣ 68-й всѣ нечетные дѣлители
2n

2 н-1 могутъ быть такъ представлены
2. o)Z -л— 1

,

гдѣ со есть дѣлитель 2”, который въ частномъ ^ даетъ число

нечетное. Но этому условію удовлетворяетъ только о=2", слѣд.
всѣ нечетные дѣлители 2 -+-1 должны представляться такъ

2. 2nZ4- 1,
что и слѣдовало доказать. На основаніи трехъ послѣднихъ тео¬

ремъ легко найти дѣлителей числа, имѣющаго видъ ат -+- 1, или

убѣдиться, что оно не имѣетъ дѣлителей.

Для примѣра возмемъ числа 65537 и 4294967297, изъ ко¬

торыхъ первое равно 22І-+~ 1; второе равно 225н- 1.

Попослѣдней изъ доказанныхъ нами теоремъ дѣлители 65537

должны быть вида 32^н-1. Дѣлая здѣсь г—1, 2, 3, 4, 5, 6, 7,
мы находимъ, что всѣ числа этого вида и меньшія У65537 суть

33, 65, 97, 129, 161, 193, 225.

Но изъ нихъ только 97 и 193 числа простыя, и такъ какъ

эти числа не дѣлятъ 65537, то мы заключаемъ, что 65537 есть

число простое.

По той же теоремѣ для дѣлителей числа 4294967297 имѣ¬

емъ Форму 64,г-і- 1. Дѣлая здѣсь г= 1, 2, 1023, мы най¬

демъ всѣ числа этого вида и меньшія У4294967297. Между
этими числами мы находимъ такія простыя

193, 257, 449, 577, 641,

Дѣля на нихъ 4294967297, мы замѣчаемъ, что это число

дѣлится на 641.

Этотъ примѣръ особенно замѣчателенъ тѣмъ, что онъ опро¬

вергаетъ мнѣніе Фермата, будто бы всѣ числа вида 2г н- 1

суть простыя.

§ 50. Мы видѣли, какимъ образомъ теорія двучленныхъ

сравненій облегчаетъ изслѣдованія состава чиселъ, подходящихъ

подъ Форму ат±1. Теперь покажемъ, какимъ образомъ для вся¬

каго числа Л можетъ быть найдено множество Формъ вида

х2±ау2 съ незначительными величинами а, которыя будутъ вы-
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ражать или даішое число А, или кратное его. Во всякомъ слу¬

чаѣ, будутъ ли эти Формы выражать А, или кратное А, дѣли¬
тели А будутъ дѣлителями этихъ Формъ, и слѣд. видъ ихъ опре¬

дѣлится по способамъ показаннымъ въ предыдущей главѣ, или

найдется изъ нашихъ таблицъ дѣлителей х2±ау2, если а не пре¬

восходитъ 101.

Какое бы ни было число А, или кратное его JcA, можно все¬

гда выразить его Формою вида х2±ау2. Такъ принимая за х ка¬

кое нибудь число, за у наибольшее число, квадратъ котораго дѣ¬

литъ разность А
— %2, и полагая частное

'4~а'2

равнымъ а, бу¬

демъ имѣть

откуда получаемъ для А такое выраженіе
А — х2-+- ау2.

Подобнымъ образомъ могутъ быть выражены 2А, ЗА,.... Всѣ

полученныя такимъ образомъ Формы будутъ служить для опредѣ¬
ленія дѣлителей А. Но изъ нихъ наиболЬе выгодны тѣ, въ ко¬

торыхъ а имѣетъ незначительную величину; ибо, какъ можно

было замѣтить въ теоріи дѣлителей квадратичныхъ Формъ, чѣмъ
меньше а, тѣмъ проще Формы дѣлителей х2 ± ау2. Поэтому изъ

всѣхъ возможныхъ выраженій А, или кратнаго А, Формами вида

х2 ± ау2 мы должны выбрать тѣ, въ которыхъ а незначитель¬

ное число. Для нѣкоторыхъ чиселъ эти Формы легко могутъ

быть найдены непосредственно. Такъ не трудно замѣтить, что

10001=1002 —і—1, 3. 3337 —1002 —»— 11, и т. п. Но вообще та¬

кія Формы могутъ быть найдены на основаніи слѣдующей тео¬

ремы:
71. Теорема.

Если d0, dv d2, есть рядъ чиселъ, въ которомъ каждый

членъ d по двумъ предыдущимъ опредѣляется уравненіемъ
dn—1 -J- Г'і

--ЛЕ
Ѵа -

■ѵл

первые же два суть 1, А—(Е Ѵа); то всякая изъ формъ

:) Знакомъ Е мы означаемъ здѣсь тоже, что въ § 26.
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х2—Дг/2, гдѣ D равно

( 1) dy.dp.dy
способна выражать А или кратное А.

Доказательство. Прежде чѣмъ приступимъ къ этому дока¬

зательству, замѣтимъ, что ряды

doi d2x
УА— dxd0, УА— d2dv УА— d3d2,

состоятъ изъ чиселъ цѣлыхъ.
По положенію d0= 1, dx=A— {eVa) ; отсюда слѣдуетъ,

что d0, dv УА— dxd0 суть числа цѣлыя. Но если эти количе¬

ства суть числа цѣлыя; то и всѣ остальныя, заключающіяся въ

рядахъ

*0. ^1’ ^2>
УА— dxdw УА— d2dv УА— d3d2,

не могутъ имѣть значеній дробныхъ или ирраціональныхъ; ибо

по уравненію
Yа ■

УА — d d = d Е
п-ы п п

изъ котораго выходитъ также

dn ап—1 -Ѵл

dn
■УА ЧА-!’

d„ d„ ■*-2 УА

І„\_Е
dndn-1

YА dn dn—

jpYA — cln dn—t • -YT

-Ya

количества УA- ■d_ d
„ -nH_1

не могутъ имѣть значеній дроб-

УА—dd сутьі> dn,ныхъ или ирраціональныхъ, если dn_
числа цѣлыя.

На основаніи этого, зная, что d0, dly УА— d0 dx числа цѣ¬

лыя, мы заключаемъ что d2) УА— dxd2 имѣютъ значенія цѣ¬

лыя; зная, что dv d2, УА — dxd2 имѣютъ значенія цѣлыя, за¬

ключаемъ, что d3, УА— d3d2 числа цѣлыя, и т. д.

Приступимъ теперь къ доказательству предложенной нами

теоремы, и изобразимъ буквами х0, хх, ж2,.... %п_2, %п_х значенія

УА dx М, УА d2 dx, УА d3 d2, ,
УА dn , dn= -2 ’

Уа- ■dndП-І»

которыя, какъ видѣли, всѣ суть числа цѣлыя. Имѣя такимъ об-
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разомъ

УА— dld0 = x0,

УА — d2dx = а*!,

УА (?д ^2 >

УА-йп_^п_0 = хп^

VA—dndn-,=xn-M
мы изъ этихъ уравненій выводимъ

X*—A — —dld0i
хг2 —А = — d2 dx,

А = d8 d2,

х
2
гг—2

Ж
2
гг—

^ ' dn_ j dn_2
x-A =—dJn_x

которыя иначе напишутся такъ

(ж0 н- УА ) {х0 — УА ) =— rij d(),

(*! -+- УЛ ) (ж, — УА ) — — d2 dx.

(ж2 -+- У.4 ) (ж2— У^4 ) = — da d2,

(ж„_2-+-У^_) U„_2 — УЛ_) =— dn_xdn_2,
к-!-+-Уа ) (ж„_1 — ул ) = - <г„ іп-і •

Перемножая всѣ эти уравненія между собою, находимъ

{х0-+-Уа){х1+Уа) (х2-нУа)..{хп_2-+-УА ) (a^-t-yj.) X
(ж0—Уа) (жг—УА) (х2—Уа)..{хп_—Уа) {я^—Ѵ2)=

(—1)4W--^2„_A-
Но перемножая между собою выраженія

х0±УА, хх±УА, х2±УА,.., хп_2± УА,jcn_x± УА,

мы находимъ произведеніе такого вида Хп±ТпУА, гдѣ Хп и Тп
числа цѣлыя.
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Вслѣдствіе этого предыдущее уравненіе приводится къ та¬

кому

(х„ -н Г„ VI) (х„- Г„ УА ) =(-1)ч<Ѵ , <*„ •

Полагая же здѣсь d1d2... . dn_x—Zn, и замѣчая, чтой0=1,
мы находимъ

(х„+г„У2) (х-г„У2) = (-і)”чч.
Такое уравненіе мы найдемъ для всякаго значенія п. Дѣлая

здѣсь п = а, м = (3, п = у, ,
мы будемъ имѣть

(Ха-*-ГаУх) (Ха— Га Уа) = (— 1)а Z2a da,

(хр-+-ГрУХ ) (x^—Y^VA)=i—lfZYp
(Ху-*-ГуУх) (Xy—YyѴл) =(— X?Z\dv

и эти уравненія по перемноженіи дадутъ

(Ха-нГаУх) ix^Y^VA) {Xy4-YyVT). . .. х

(Xa—ГаУХ ) Ц+7/Z) (xY—rYyj)... .=
(_1)«-Р-пм- Z\Z*pZ\ djpdy... .

Но перемножая между собою выраженія

Xrj±YrjVA, Xp±Y?VA, Xy±YyVA^ ,

мы находимъ произведеніе такого вида Xdh YУА, гдѣ X, Y

числа цѣлыя. Вслѣдствіе чего предыдущее уравненіе приво¬

дится къ такому

(Х-нГУХ) (Х—YVJ)=(—lT+-*+-'-*""Z*Z£ZyK Jac^y..,
а это по раскрытіи скобокъ даетъ

X2—YU= (—
• • •

z% Zy* dp dy ,

ми X2—(- 1)*-^ ■■djpdy.... {Z^ZpZy f=AY\
Откуда видимъ, что Форма

х~— да/2

при а = {—l)a4“^Y+" da d^ dy будетъ выражать число

кратное А, если х примемъ равнымъ X, и у равнымъ Z^Z&Zy...,,
что и слѣдовало доказать.

На основаніи этой теоремы, опредѣливши числа

J ^1) ^21
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мы найдемъ множество Формъ вида х2 ± ау2, которыя будутъ

способны выразить кратныя А.

Въ этихъ Формахъ а опредѣляется произведеніемъ какихъ-

либо изъ чиселъ

do, d±, d2, ;

и между различными сочетаніями этихъ чиселъ мы выберемъ
такія, которыхъ бы произведеніе привелось къ точному квадрату

съ незначительнымъ множителемъ. Принимая такія произведенія
для опредѣленія а въ Формѣ х2 ± ау2, и выкидывая изъ состава

а точные квадраты по § 46, мы получимъ Формы съ незначи¬

тельными коэффиціентами, и эти то Формы, на основаніи сказан¬

наго нами, послужатъ для опредѣленія дѣлителей А *). Если бы

мы не нашли такимъ образомъ достаточнаго числа различныхъ

Формъ; то мы бы стали по предыдущей теоремѣ искать Формы,

выражающія кратныя 2И, ЗА, 4А, и между ними выбрали
бы удобныя для опредѣленія дѣлителей А.

Для примѣра возьмемъ число 8520191. Не останавливаясь

на Формахъ, которыя могли бы быть открыты непосредственно

для выраженія 8520191 или кратнаго 8520191, мы будемъ
искать ихъ на основаніи предыдущей теоремы. Для этого мы

опредѣлимъ числа

do, d1, d2, ds,
по уравненіямъ

dQ= 1, dx— 8520191— (.ЕУ8520191 )*,
У8520191 — dn_t_i dn= dn_E1/8520191

~ dn 5^-1-^8520191
— У8520191 - d„dn_r

Изъ этихъ уравненій находимъ

d0— 1) di=13\3, ds =1169, dl2— 593,
^=5467, d5=2630, d9 =4523, ^=2854,
d2=370, d6=3185, ^іо=242, du— 2965,
ds=4319, d!.=203, rfu=1855, ^1Ъ=^71,

*) Въ этихъ Формахъ не будетъ заключаться числа dv d2, с?3...., входящія
въ составъ а\ но они могутъ дѣлить А, и мы ихъ должны предварительно ис¬

пытать.
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Разлагая здѣсь числа на простые множители, что не пред¬

ставляетъ большой трудности *), получаемъ

4-1, 4=13.101, 4 =7.167, 4„=593,
4=7.11.71, 4=2.5.263, 4 =4523, 4з=2.1427,
4=2.5.37, 4=5.72,13, 4о=2.112, 44=5.593,
4=7.617, 4=7.29, 4і=5.7.53, 45=7.53,

4о=2.5.112.
Разсматривая составъ чиселъ d0, 4> d2, , du, мы за¬

мѣчаемъ, что числа

4$) 4о) 4з> 4о4б ’ 4і4о4о' 4з4б’ 44»4о^1в>
по исключеніи изъ состава ихъ точныхъ квадратовъ, приводятся

къ незначительнымъ числамъ.

Поэтому на основаніи доказанной нами теоремы для опре¬

дѣленія дѣлителей разсматриваемаго нами числа 8520191, при¬

нимаемъ Формы вида х2—aif, гдѣ а имѣетъ такія значенія

а = (—1)64 = 5.72.13,
я = (—I)10 4о = 2.1 Г2,
а — (—1)164о== 2.5.112,
а = (—I)10-*-16 dw dw = 22.5.114,
а = (—1)м0+16 dG dw dlt= 52.72.13.22.1 14,
a = (—1)2ч_16й2^16 = 22.52.37.1 12,
a = (— 1 )«+o+-io*-ie d4 4 d10 du— 1 32.101.52.72.22.1 14.

Исключая въ этихъ величинахъ а всѣ множители, составля¬

ющіе точные квадраты, находимъ для а слѣдующія величины

5.13, 2, 2.5, 5, 13, 37, 101.

Откуда видимъ, что дѣлители 8520191, должны имѣть видъ

дѣлителей каждой изъ Формъ

ж3—5.13if, x2—2ij\ x2—2.5f, х2— 5г/, х2—13/,
ж2—37р2, х2—10 If/2.

На этомъ основаніи мы и будемъпскать дѣлителей 8520191.

Для этого по таблицамъ линейныхъ дѣлителей, мы замѣ¬

чаемъ, что дѣлители х2—5.1 Зр2 суть

*) При этомъ можно съ выгодою пользоваться таблицами Вега, въ кото¬

рыхъ находимъ для всѣхъ чиселъ меньшихъ 102000 разложеніе на простые

множители.
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26О0-+-1, 7, 9, 29, 33, 37, 47, 49, 51, 57, 61, 63, 67, 69, 73,
79, 81, 83, 93, 97, 101, 121, 123, 129, 131, 137, 139,
159, 163, 167, 177, 179, 181, 187, 191,193,197,199,
203, 209, 211, 213, 223, 227, 231, 251, 253, 259.

Но изъ нихъ дѣлителями ж2 — 5г/2 могутъ быть только тѣ,
которые при дѣленіи на 20 даютъ остатки равные 1, 9, 11, 19;
ибо для дѣлителей ж2 — 5у* находимъ

200 -+-1, 9, 11, 19.

Выкидывая изъ предыдущихъ Формъ всѣ, которыя не да¬

ютъ въ остаткѣ 1, 9, 11, 19, мы находимъ, что дѣлителями
ж2—5.13у2 и ж2—5у2 вмѣстѣ могутъ быть числа вида

2600-+- 1, 9, 29, 49, 51, 61, 69, 79, 81,

101, 121, 129, 13.1, 139, 159, 179, 181, 191,

199, 209, 211, 231, 251, 259.

Но изъ этихъ чиселъ могутъ быть дѣлителями Формы

ж2—2у2 только тѣ, которыя вида 80-н1 или 80-г-7, и слѣд. при

дѣленіи на 8 даютъ въ остаткѣ 1 или 7. Чтобы вывести изъ

найденныхъ нами Формъ дѣлителей ж2—5.13у2 и ж2—5у2 такія,

которыя бы давали одни числа вида 80-+- 1 и 80-+- 7, мы пре¬

образуемъ ихъ такъ, чтобы коеФФиціентъ при перемѣнномъ г

былъ кратнымъ 8. Для этого мы замѣчаемъ, что 0 будетъ или

вида 2и, или вида 2 и -+-1. Внося эти величины въ найденныя

нами Формы дѣлителей ж2 — 15у2 и ж2 — 5?/, мы ихъ пред¬

ставимъ такъ

520м-1-1, 9, 29, 49, 51 , 61, 69, 79', 81, 101,

121, 129, 131, 139, 3.59, 179, 181,

191, 199, 209, 211, 231, 251, 259,

261, 269, 289, 309, 311, 321, 329,

339, 341, 361, 381, 389, 391, 399,

419, 439, 441, 451, 459, 469, 471,

491, 511, 519.

Выкидывая здѣсь тѣ Формы, которыя при дѣленіи на 8 да¬

ютъ остатки, отличные отъ 1 и 7, находимъ, что общіе дѣлители

Формъ ж2—5.13?/2, ж2—5if, ж2— 2у2 должны быть вида
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520и-ь1, 9,. 49, 79, 81, 121, 129, 159, 191, 199,
209, 231, 289, 311, 321, 329, 361, 391,

399, 439, 441, 471, 511, 519.

У насъ остается еще для опредѣленія дѣлителей числа

8520191 четыре Формы

ж2—2.5/, ж2—13/, ж3—37/, ж3— 101/.
Изъ нихъ первыя двѣ имѣютъ дѣлителями всѣ числа, дѣля¬

щія ж3 — 5.13/, ж2—5/, ж3 — 2/, въ чемъ не трудно

убѣдиться, замѣтивъ, что дѣлимость жх2— 5.13ух2, ж22—5у*,
ж32 — 2г/32 на р предполагаетъ

ж/= 5.13?/,3, ж32 =5 б?//, ж32= 2t/д2 (мод. р);

откуда слѣдуетъ ж2, ж22= 52.1 Зг/у/, ж22ж32===2.5у22у32 (мод. р),
и слѣдов. дѣлимость Формъ ж2—13/ и ж3—2.5/ на р.

Что же касается до Формъ

ж2 —37/, ж2—101/;
то опредѣляя ихъ дѣлителей и выкидывая изъ Формъ

520и-н1, 9, 49, 79, 81, 121, 129, 159, 191, 199,
209, 231, 289, 311, 321, 329, 361, 391,
399, 439, 441, 471, 511, 519.

тѣ, которыя не согласны съ ихъ видомъ, мы ограничили бы еще

болѣе числа, между которыми должны искать дѣлителей 8520191.

Для этого мы найденныя Формы должны преобразовать такъ,
чтобы коеФФИціентъ при перемѣнномъ и былъ кратнымъ 4.37

и 4.101. Послѣ чего дѣленіемъ этихъ Формъ на 4.37 и 4.101

мы узнаемъ, которыя изъ нихъ подходятъ подъ Формы дѣлите¬

лей ж2—37/, ж2—101/. Но при этомъ мы получимъ чрезвы¬

чайно много линейныхъ Формъ для опредѣленія дѣлителей
8520131. Поэтому, не пользуясь пока Формами ж2 — 37/,
ж2—101/ для опредѣленія дѣлителей 8520191, мы остано¬

вимся на найденныхъ нами линейныхъ дѣлителяхъ общихъ Фор¬

мамъ ж2—5.13/,- ж2—5/, ж2—2/, и по нимъ опредѣлимъ всѣ

простыя числа меньшія У8520191.

Эти числа суть
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79 521 719 919 1231 1511 1889 2129 2521

191 569 751 991 1249 1559 1951 2161 2551

199 599 809 1031 1361 1609 1999 2239 2591

311 601 881 1039 1439 1759 2081 2311 2609

439 641 911 1049 1481 1871 2089 2441 2729

Между этими-то числами мы должны искать наименьшаго

дѣлителя 8520191. Но по значительному количеству ихъ это

было бы довольно продолжительно. Для этого мы предварительно

исключимъ изъ нихъ тѣ, которыя не могутъ быть дѣлителями

квадратичныхъ Формъ ж2—37у2, ж2— \ 0\ул. Для этого мы за¬

мѣчаемъ изъ таблицъ, что дѣлители ж2 — 3 Ъ/ при дѣленіи на

148 доляшы давать остатки

1, 3, 7, 9, 11, 21, 25, 27, 33,
41, 47, 49, 53, 63, 65, 67, 71,
73, 75, 77, 81, 83, 85, 95, 99,
101, 107, 115, 121, 123, 127,
137, 139, 141, 145, 147.

Но между найденными нами простыми числами этому усло¬

вію удовлетворяютъ только только числа

521 751 1439 2081

599 881 1481 2441

601 1039 1871 2591

641 1231 1951 2729

719 1249 1999 2791

Такимъ же образомъ находимъ, что изъ этихъ чиселъ дѣли¬
телями ж2— 101у2 могутъ быть только

521, 601, 1231, 1249, 1439 1999, 2441, 2791.

Пробуя дѣлить на эти числа 8520191, замѣчаемъ, что они

его не дѣлятъ; откуда заключаемъ, что 8520191 число простое.

Такимъ образомъ, на основаніи теоріи дѣлителей квадра¬

тичныхъ Формъ, мы можемъ изслѣдовать составъ всякаго числа,

опредѣливши рядъ чиселъ

d0, dx, d%,
по уравненіямъ: d0 — 1, dx=A— {EVA ) ,

= <*, ѴЛ-dJ^.



ПРИБАВЛЕНІЯ.

і.

О квадратичныхъ вычетахъ.

Въ IY-й главѣ мы видѣли, какъ опредѣляется величина

символа (^j, и черезъ это узнаемъ, имѣетъ ли сравненіе х2 === а

(мод. р) рѣшеніе или нѣтъ. По этотъ способъ опредѣленія вели¬

чины можетъ быть значительно упрощенъ; можно опредѣ¬

лить значеніе не разлагая ни а, ни другихъ чиселъ на про¬

стые множители. Такое упрощеніе особенно важно при а боль¬

шомъ; въ этомъ случаѣ разложеніе а на простые множители

бываетъ очень трудно, и требуетъ гораздо болѣе времени, чѣмъ

самое опредѣленіе по способу, который мы теперь пока¬

жемъ.

Слѣдуя Лежандру, мы изображаемъ символомъ j, при р

простомъ, нечетномъ, недѣлящемъ а, единицу съ тѣмъ изъ двухъ

знаковъ, съ которымъ она удовлетворяетъ сравненію

р—1

а
2
=±1 (мод. р).

Согласимся же теперь съ Якоби изображать произведеніе та¬

кихъ символовъ (—), (-), (—V символомъ ( ).\І>і/’ \РгГ \Р»Г \1>1І>аРз 1
13
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Допустивши такое знакоположеніе, мы въ величинѣ символа

при N нечетномъ, простомъ съ а, будемъ имѣть произведеніе

символовъ (у), (у), (у), , гдѣ а, р, у, суть про¬

стые множители, составляющіе N. Бъ случаѣ N простого этотъ

символъ будетъ тождественъ символу Лежандра, и имъ опре¬

дѣлится возможность или невозможность сравненія х2==а (мод. N).

Докажемъ же теперь, что символъ будетъ удовлетво¬

рять всѣмъ тѣмъ уравненіямъ, которыя служили намъ для опре¬

дѣленія величины символа (-jj при р простомъ.

Не трудно убѣдиться, что (а ’aN" ’■) равно (у) (^.. ..

Въ самомъ дѣлѣ, если

іѴ=ару ,

гдѣ а, (3, у, простыя числа; то

(**Н=ф(?)
( а'\ (а"\

ѵ & /
—

ЫЫ—’

(^ЬШ

Перемножая эти уравненія, находимъ

тm(*н~-ф (f) ттт)
что по принятому нами знакоположенію представится такъ

[а! а".... \ / а' \ / а" \

V ару / VaPr / Wy /

Замѣчая же, что здѣсь а (3 у равно N, найдемъ

I N ) — [n)\n)‘->
что и хотѣли доказать. На основаніи этого мы заключаемъ, что

(SH.
и слѣд.

*£)-(?)•
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Ha этомъ основаніи мы можемъ въ символѣ выкиды¬

вать изъ состава а точные квадраты.

Также не трудно доказать, что при а сравнимомъ съ а по

модулю N значеніе равно Въ самомъ дѣлѣ, если а и

а сравнимы по модулю N и N= ару , то а и а сравнимы

по модулямъ а, (3, у, ,
и слѣд.

(т)=Ш. (тМт). (тНт)
Перемножая эти уравненія между собою, найдемъ

(т) (т) (т)--=Ш (т) (т)-'- “Ш=

Но а (3 у = N, слѣдовательно

(whd)-
На основаніи этого мы можемъ въ символѣ ~ число а замѣ¬

нить остаткомъ отъ дѣленія а на N, или абсолютно малымъ вы¬

четомъ а по модулю N.

Значенія при а—Іи а=—1 опредѣлятся также какъ

значенія (^j при р простомъ уравненіями

(*)-•. Ы=(-о^
Въ самомъ дѣлѣ, если 2Ѵ=а(3 у , гдѣ а, (3, у, простыя

числа; то

Ш=(ВШ =•.

(*)=(?)№)(?) -(-«

а—1 Р—1 у—1
"+■ 1- а •“

Но
N—1 а.р.у....—1

, что можетъ быть представлено такъ

(2Ѵ-*-1) (2У- >) (2Ѵ~і~1) -1

2

13*
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а это за исключеніемъ членовъ, имѣющихъ множителемъ 2, при¬

водится къ

а—1 (J—1 у—1

~2
*

2 2

Вслѣдствіе этого предыдущее выраженіе приводится

къ такому
N—1

(?)-<-»
’

•

На основаніи этого и уравненія = (д) значеніе

выразится такъ

(т)=(т)(-»Ѵ-
Переходимъ теперь къ уравненію, связывающему значенія

(ж)’ (ж)- Это уравненіе подобно тому, которое мы нашли

для символа при а, р простыхъ, и назвали законъ взаим¬

ности двухъ простыхъ чиселъ. Пусть будетъ N=u$ у ,

а = ос$'у' , гдѣ а, (3', у', подобно а, (3, у, про¬

стыя числа. По закону взаимности простыхъ чиселъ находимъ

у—1 а'—1

$-(*)<-»
’

'

’

-

Перемножая же эти уравненія менаду собою, получаемъ

тт =

<-»

o'—1 /<х—1

,
2 I 2

1 /а—1 (J—1 у—1
Ч- 1— -—

2 .2

или

а'_1 /а_і £-1 у—1
2 \ 2

~1-
2 2

>

-)
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Но произведеніе aj3y равно N; значеніе же

a—1 3—1 y—1

какъ замѣтили, разнится съ числомъ четнымъ; вслѣдствіе

этого предыдущее уравненіе приводится къ такому
а!—1 N—1

(#)-(!)(-*)2
'

2

•

Подобнымъ образомъ находимъ

1 N—1

(!)=(£)<-»2
'

2

•

у'—1 JW—1

(*)-(?)<-»
2

'

2

•

Перемножая всѣ эти уравненія между собою, получаемъ

1 1 у'—1
-Н-5—3 Ь L-5

что подобно предыдущему приводится къ

N—1 а—1

ибо а! (і'у' — а.

Намъ остается теперь показать уравненіе, опредѣляющее

значеніе при а— 2. Это уравненіе, на основаніи выве¬

денныхъ нами, можетъ быть опредѣлено очень просто неза¬

висимо отъ уравненія, выражающаго величину при р про¬

стомъ.

Для этого мы замѣчаемъ, что уравненіе

N—1 а—1

2
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при а — 2п— 1, N=2n-+-1 даетъ

/2и—1\ /2и-н1\ ,

..у, (n—і).
\2»-+-1 ) \2п—1 /'

"
’

откуда слѣдуетъ
/2»—1\ /2»-«-1\

\2п-н1/ \2и—1/’

Но по доказанному нами

/2га—1\ /2«—1—2м—1\ / —-2 \ / 2 \ ,

\2n-t-l) \ 2пч-1 ) \2w-f-l / \2п-*-1 /
*

' 5

/2w-t-l\ /2n-t-l—2w-*-l\ / 2 \

\2и—1 / \ 2п—1 / \2п—1/*

Вслѣдствіе этого предыдущее уравненіе даетъ

\2ю-ь1 j

Дѣлая здѣсь п=2, 3, и перемножая уравненія при

этомъ получаемыя, находимъ

W(-1V.1 /
•

\2w—1 j \ •

N—l

2ч-3-н..
N—l

(f) = (t)(-4
Ho равно

— 1; вслѣдствіе этого предыдущее уравненіе
даетъ

(ІН-»
1-+-2-+-3-

N—l

что приводится къ такому уравненію

т-і

(ІИ-»
•

•

На основаніи выведенныхъ нами уравненій, мы можемъ съ

выгодою ввести символъ (jfjt съ N составнымъ, для опредѣле¬

нія значеній при р простомъ. Для этого мы будемъ посту¬

пать при опредѣленіи такимъ образомъ:

Если а больше р; то символъ замѣняемъ символомъ

(^)* гд^ г остатокъ отъ Дѣленія а на р (вмѣсто остатка отъ

дѣленія а на р мы можемъ взять за г абсолютно малый вы-
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четъ а по модулю р)\ если г число четное; то разлагаемъ его

на произведеніе степени 2 и числа нечетнаго; чрезъ это зна¬

ченіе представится произведеніемъ символовъ (^j и .

Символы (^j, будучи въ четномъ числѣ, дадутъ произведеніе

равное 1; въ противномъ случаѣ мы его найдемъ по уравненію
N*—1

= (—1)
8

. Обращаемся къ символу гдѣ г ж

г число нечетное. По выведенному нами уравненію

N—1 а—1

найдемъ
т'— 1 jp—1

Потомъ поступаемъ съ , какъ поступали съ , и умень¬

шая такимъ образомъ послѣдовательно числа, входящія въ этотъ

символъ, дойдемъ до символовъ, которыхъ значенія найдутся на

основаніи уравненій
-zsr-i N*-1

(жН.(тН-і)
’

.(!)=(-и
'

•

При этомъ мы будемъ выкидывать въ символѣ (Jpj мно¬

жителей а и N, составляющихъ точные квадраты, когда такіе

множители легко обнаруживаются.

Для примѣра возьмемъ символъ

/ 884267967 \

\2147483647j*

Здѣсь верхнее число меньше нижняго и притомъ нечетное;

поэтому на основаніи уравненія
-ZST—1 а—1

2 2
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выводимъ
/ 884257967 \ /2147483647\

\2147483647) \ 884257967 ) '

Потомъ, дѣля 2147483647 на 884257967 и находя въ

остаткѣ 378967713, заключаемъ, что

/2147483647N /378967713\

V 884257967 / \ 884257967 ) ’

Но опять на основаніи того же уравненія
N—1 а—1

(*)=(#)<-»'*
а

находимъ
/378967713Х /884257967\

\884257967/ \378967713/
'

А такъ какъ остатокъ отъ дѣленія 884257967 на 378967713

есть 126322541; то

/884257967\ /126322541\

\378967713/ \378967713/
'

Продолжая такимъ образомъ, выводимъ

/126322541\ /378967713\
__

/ 90 \

\378967713/ \126322541/ \126322541/»

(. 90 ..) = ( ® Y ( 10 --Л
\126322541/ \126322541/ \126322541/

2(_j°—у
V126322541/

Но величина (Іш|йг

(

Л126322541 );
) (і26 Л.

и26322541/ V126322541/'

по уравненію ^j = (— 1)

Л'2—1

8

есть—1; слѣд.

(.. 10 ) = —(
\126322541/ \ 126322541)=-(^)=-Ш=

тт / 884257967 \ ,

Итакъ величина ( 2147483647) есть 1 •

Если бы мы стали опредѣлять значеніе этого символа по

способу Лежандра, изложенному нами въ IY главѣ, мы должны

бы были, приступая къ этому опредѣленію, разложить число
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884257967 на простые множители, что представляетъ большія

трудности.

Принятое нами знакоположеніе для означенія произведенія

символовъ (^), .. .. и вслѣдствіе того данное

нами значеніе символу при N составномъ, можетъ быть

также съ пользою употреблено въ теоріи дѣлителей квадратич¬

ной Формы а? ± ау2. Такъ если Форма х2— іау%, гдѣ і — ± 1

имѣетъ дѣлителемъ число 2Ѵ, и N есть произведеніе простыхъ

чиселъ ару ; то (“) = 1, (у) = 1, (у)=1, откуда

слѣдуетъ, что (у) (у) (у).... = 1, и слѣд. по нашему знакопо-

ложенію

(£)=*•
Откуда выходитъ

(»)(!)= *•

Умножая это уравненіе на и замѣчая что (jjf= 1> на¬

ходимъ

Предполагай же а числомъ нечетнымъ, по доказанному нами

имѣемъ
а—1 N—1

Это уравненіе вмѣстѣ съ предыдущимъ даетъ

а—1 N—1

(?)=(»)-«
1

Отсюда для * = 1, а
— 4п ч- 1 выводимъ = 1; для і— 1,

N—1

а = 4п -+- 3 выводимъ = (— 1)
2

; для г — — 1,
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N-1

а=4»-ч-1 выводимъ = (—1)
2

; для і=—1, а=4м-+-3

выводимъ = 1.

Вотъ уравненія, которымъ должны удовлетворять дѣлители

Формы х3 ± ау2; въ нихъ, какъ частный случай, заключаются

уравненія, которыя въ УП-й главѣ мы нашли для опредѣленія
дѣлителей а? ± ау2 при а простомъ нечетномъ.



Объ опредѣленіи первообразныхъ корней.

Въ ѴІ-й главѣ мы показали два способа опредѣлять перво¬

образные корни простыхъ чиселъ. Оба эти способа для чиселъ

большихъ приводятся къ огромнымъ выкладкамъ. Теперь мы

докажемъ нѣсколько теоремъ, на основаніи которыхъ можно для

многихъ чиселъ по виду ихъ узнать ихъ первообразный корень.

Первообразный корень числа 22П-ь1 есть 3.

Доказательство. Если — 22ге-+- 1; то въ составъ р—1
входитъ только простое число 2; а потому (см. 49 теорему)
число а будетъ первообразный корень 22ген-1, если сравненіе
ж2= а (мод. 22П—і— 1) не имѣетъ рѣшенія. Докажемъ же теперь,

что это сравненіе не имѣетъ рѣшенія при а = 3. Для этого

мы замѣчаемъ, что по закону взаимности чиселъ, равно

4 = 1 (мод. 3) въ степень п находимъ 4”= 1 (мод. 3); откуда

ясно, что —1 по модулю 3 сравнимо съ 4** —і— 1, или 22”-ь 1.

Теорема.

а это равно ибо возводя члены сравненія

Слѣд. = — 1; а потому сравненіе
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ж2==3 {мод. 22"—ь-1) не имѣетъ рѣшенія, и 3 есть первообраз¬
ный корень числа 22Пч-1.

На основаніи этой теоремы мы заключаемъ, что 3 есть пер¬

вообразный корень 5, 17, 257, 65537.

Теорема.

Первообразный корень числа 2(4мч-1)ч-1 при 4»ч-1

простомъ есть 2, а числа 2 (4п ч- 3) -+-1 при 4» ч- 3 про¬

стомъ есть 2 (4» ч- 3)— 1.

Доказательство. Если р = 2 (4п ч-1) н- 1 и 4п ч-1 число

простое, большее 1; то въ составъ р
— 1 входятъ два простыя

числа: 2, 4»ч-1; поэтому (см. 49 теор.) число а будетъ пер¬

вообразный корень числа 2(4»-+- 1) —1, если сравненія

ж2 == а, ж4”'*'1 = а {мод. 2 (4п ч-1) н- 1)
не имѣютъ рѣшенія. Докажемъ же теперь, что эти сравненія не

имѣютъ рѣшенія при а —2. Невозможность перваго очевидна;

оно приводится къ

ж2= 2 (мод. 8п ч- 3)

а по 32-й теоремѣ есть —1.

Что-же касается до втораго, оно будетъ
ж4"'*'1 == 2 (мод. 8п н- 3);

откуда, возводя обѣ части сравненія въ квадратъ, находимъ

ж8П^2= 4 (мод. 8» -+- 3).

Этому сравненію не удовлетворяютъ числа кратныя 8»ч-3,

а при ж недѣлящемся на 8» -+- 3 по теоремѣ Фермата будетъ
х*п-*-г== 1 (мод. 8п ч- 3).

Вслѣдствіе чего предыдущее сравненіе приводится къ та¬

кому
1= 4 (мод. 8п ч- 3),

или

3 = 0 (мод. 8п ч- 3).
Это сравненіе могло бы имѣть мѣсто только при п = О,



— 205 —

но случай м = 0, и слѣд. 4м -4-1 = 1 мы исключаемъ. Итакъ

оба сравненія
ж2 = а, ж4”-1-1 = а (люд. 2 (4м -+-1) н- 1)

при а = 2, м > О не имѣютъ рѣшенія, и слѣд. первообразный

корень 2(4м+ 1)+1 въ сдѣланныхъ нами предположеніяхъ
есть 2.

Переходимъ теперь къ р = 2 (4м ч- 3) ч- 1. Въ этомъ слу¬

чаѣ р—1 будетъ заключать простыя числа 2 и 4м н- 3, и а бу¬
детъ первообразный корень 2 (4м ч- 3) -+-1, если сравненія

ж2= а, %<п~ьз= а (мод. 2 (4мч-3)ч-1)
не имѣютъ рѣшенія. Докажемъ же, что это случается для

а — 2 (4м ч- 3) — 1. Первое сравненіе приводится къ

ж2==8мч-5 (мод. 8м ч- 7),
и оно не имѣетъ рѣшеній; ибо

/8n-t-5\ І8пч-Ъ—8n—7\ / —2 \ .

\8п+7/ V 8»h-7 ) \8n-t-7) *■'

Второе будетъ
ж4”"*"3= 8м ч- 5 (мод. 8м ч- 7),

или ж4”-1"3 = — 2 (люд. 8м ч- 7).
Возводя обѣ части этого сравненія въ квадратъ и замѣчая,

что по теоремѣ Фермата ж8”’4'6= 1 (мод. 8м ч- 7), находимъ

1 = 4 (люд. 8м ч— 7),
что невозможно. Итакъ оба сравненія

ж2==а, ж4п'ьз= а (люд. 2 (4м ч- 3)ч- 1)
при а=2(4мч-3)—1 не имѣютъ рѣшенія, и слѣд. 2 (4мч-3)—1
есть первообразный корень числа 2 (4м ч- 3) ч- 1.

На основаніи этой теоремы мы заключаемъ, что 2 есть пер¬

вообразный корень 11, 59, В3, 107, 123, а 7 имѣетъ перво¬

образнымъ корнемъ 5; 23 имѣетъ первообразнымъ корнемъ 21;
47 имѣетъ первообразнымъ корнемъ 45 и т. д.

Теорема.

Первообразный корень 4Л7 ч- 1, при N простомъ и боль¬

шемъ 2, есть 2.
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Доказательство. Если р=4ІѴч-1, и N простое, большее 2;

то р—1 заключаетъ два простыхъ числа: 2 и N; поэтому а бу¬
детъ первообразнымъ корнемъ 4N-t-l, если сравненія

х2==а, xN==a (мод. 4N-+-1)

не имѣютъ рѣшенія. Докажемъ же, что это случается при

а =2. При а — 2 первое сравненіе будетъ

х2=2 (мод. 4N ч- 1).

Но N нечетное число; слѣд. вида 2п-н1, а потому ѢДГ-і-І

= 8и нн 5, въ этомъ же случаѣ по 32-й теоремѣ

(nra)=-!>
и слѣд. сравненіе

х2=2 (мод. 4N-+-1)

не имѣетъ рѣшенія. Чтоже касается до втораго, оно приво¬

дится къ

жл==2 (мод. 42Ѵ-І-1).

Возведя обѣ части этого сравненія въ четвертую степень и

замѣтивъ, что по теоремѣ Фермата xiN= 1 (мод. 4Nн-1), на¬

ходимъ

1 = 16 (мод. 4N-+-1),
или

3.5 = 0 (мод. 4N-+-1).

Но это сравненіе невозможно; ибо оно предполагаетъ 3 или

5 дѣлящимся на простое число 4ІѴ-Г-1, гдѣ 2Ѵ> 2. Слѣд. оба

сравненія
х2= а, xN==a (мод. 4N-і- 1)

при а = 2 не имѣютъ рѣшенія, а потому 2 есть первообразный

корень числа 42Ѵ-н1.

Такъ числа 13, 29, 53, 149, 173, 269, 293, 317, бу¬

дутъ имѣть первообразнымъ корнемъ 2.
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Теорема.

92m
Число 4.2т N -+- 1, при N простомъ превосходящемъ j-gm,

m > 0, будетъ имѣть первообразнымъ корнемъ 3.

Доказательство. Если ^ = 4.2m.№-t-l и N простое; то

р
— 1 заключаетъ только два простыхъ числа: 2 и N. Въ этомъ

случаѣ а будетъ первообразнымъ корнемъ числа р, если сравненія

ж2===а, xNгЕ=а (мод. 4.2mN-+-1)

не имѣютъ рѣшенія. Посмотримъ же могутъ ли они имѣть рѣ¬
шеніе при а — 3, когда N, по положенію, число простое, болѣе

и слѣд. болѣе 3 и на 3 не дѣлится. Въ этомъ случаѣ N бу¬
детъ или вида Зин- 1 или 3п— 1. Слѣд. будетъ

N===± 1 (люд. 3).

Но изъ сравненія 2 == — 1 (люд. 3), возводя его въ степень

т-+- 2, выводимъ

2т~'~2 = ± 1 (люд. 3).

Откуда слѣдуетъ, что

2mr**N=± 1 (люд. 3)

а потому 4.2mN-+- 1 будетъ сравнимо по модулю 3 или съ О,
или съ 2. Первое не можетъ имѣть мѣста; ибо оно предпола¬

гаетъ дѣлимость простого числа 4.2mN-л- 1 на 3; во второмъ

же случаѣ ^-4'2 f равно —
— 1. Но по закону взаим¬

ности двухъ простыхъ чиселъ имѣемъ

(*№,)= (_»__)_ СЛд. (_J_)= _ 1 ,

что обнаруживаетъ невозможность сравненія

ж2==3 (люд. 4.2м ІѴ-1-1).

Намъ остается доказать, что сравненіе

Xsе=3 (люд. 4.2Mjy+l)
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въ сдѣланныхъ нами предположеніяхъ не имѣетъ рѣшенія. Для
этого мы возводимъ обѣ части его въ степень 4.2м и замѣчая, что

по теоремѣ Фермата ж4,2’” ^т= 1 (мод. 4.2м N-+-1), получаемъ

1==34-2”* (люд. 4.2м 2У-1-1);

откуда слѣдуетъ

(33.2м(32.2м_ !)= о (мод' 4.2м JV"и- 1),
т

что предполагаетъ дѣлимость одного изъ чиселъ З3,2 -+-1,

32.2 — 1 на 4.2ш.Дг-н1, а это невозможно; ибо N по положе-

92т
нію болѣе и слѣд. 4:.2mN-+-1 превосходитъ 92Wh- 1, или

з2-2 +1.

Итакъ въ сдѣланныхъ нами предположеніяхъ оба сравненія

а^= а, жлг==а (мод. 4.2м N-+- 1)

при а — 3 не имѣютъ рѣшенія; слѣд. число 4.2м N-t- 1 имѣетъ

первообразнымъ корнемъ 3.

Такъ числа 89, 137 233, 569, 809, 857 вида 8JV —»— 1 и

6737 вида 16N-+-1 имѣютъ первообразнымъ корнемъ 3.



III.

Объ опредѣленіи числа простыхъ чиселъ, не

превосходящихъ данной величины.

Мы видѣли (§ 2), какъ могутъ быть опредѣлены всѣ простыя
числа отъ 1 до даннаго числа. Такимъ образомъ можно опредѣ¬
лить, сколько простыхъ чиселъ меньшихъ даннаго предѣла. Но
такое опредѣленіе числа простыхъ чиселъ, меньшихъ даннаго

предѣла, представляетъ большія трудности, когда за предѣлъ
принимаемъ большое число. Мы займемся теперь опредѣленіемъ
этого числа по приближенію, и покажемъ на основаніи этого

рѣшеніе нѣкоторыхъ вопросовъ.

Во второмъ томѣ Теоріи чиселъ Лежандръ предлагаетъ Фор¬

мулу для приближеннаго опредѣленія числа простыхъ чиселъ,

меньшихъ даннаго числа. Свою Формулу Лежандръ повѣряетъ
таблицею простыхъ чиселъ отъ 10000 до 1000000, и потомъ

прилагаетъ ее къ рѣшенію нѣкоторыхъ вопросовъ Теоріи чи¬

селъ. Не смотря на видимое согласіе Формулы Лежандра съ та¬

блицею простыхъ чиселъ, мы не можемъ не изъявить сомнѣнія

на счетъ строгости ея, и вслѣдствіе того не можемъ признать

вѣрными выводы, на ней основанные. Къ такому заключенію

приводитъ насъ одна теорема относительно свойствъ Функціи,
опредѣляющей число простыхъ чиселъ, меньшихъ даннаго числа,

теорема, изъ которой могутъ быть выведены многія любопыт¬

ныя предложенія.
и
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Мы займемся теперь изложеніемъ этой теоремы, а потомъ

покажемъ нѣкоторыя изъ ея приложеній.

Теорема, которая будетъ предметомъ нашихъ изслѣдованій,
заключается въ слѣдующемъ:

I. Теорема.

Если ср (х) означаетъ число простыхъ чиселъ меньшихъ х, п

какое либо число цѣлое, р количество > 0; то въ суммѣ
ж=оо

2
х=2 [?(ЖН_ 1) — ср (ж)

log” X
Xl-*~f

мы будемъ имѣть такую функцію, которая съ приближеніемъ

р «г» 0, приближается къ конечному предѣлу.
Доказательство. Мы докажемъ сначала, что такое свой¬

ство принадлежитъ Функціямъ, получаемымъ черезъ дифферен¬

цированіе нѣсколько разъ выраженій

(Г ’ 21og(l ^і-нр) >

log(l— рт) -ь2
по р, предполагая здѣсь и вездѣ впослѣдствіи суммированіе по

т распространеннымъ на всѣ числа отъ т— 2 до т=оо, сум¬

мированіе же по р распространеннымъ на одни простыя числа

ОТЪ [А = 2 до р = оо.

Начнемъ съ перваго. Не трудно убѣдиться, что

f ?dx = 2^fr9' Г е хЫх,
О О

I ё~х ж~1Н_р dx = — Г ё~х хр dx
Jo 9 Jo

1 1

а потому

т^Р
Jjj°e Xx9dx

Изъ этого уравненія видно, что производная п порядка отъ

по р будетъ выражаться дробью, у которой зна-
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менателемъ будетъ [J“ е Жжрс2ж]пн_1, а числителемъ дѣлая

функція интеграловъ

I ~^)е х9 dx, J (р—[ —V жр logxdx,

Jj* (^=т— ^) Жр log2 ж іж,

, f°° (е-г^х ~І) e~xxflognxdx, f° e~mx9dx,

f e~xx9\ogxdx, f e~xxplog2xdx,...., f e~'V\ognxdx.
‘o Jo Jo
Но такая дробь, будетъ ли ю — О или > 0, приближается

къ конечному предѣлу съ приближеніемъ р къ 0; ибо предѣлъ
<*°° —х

интеграла I е х9 dx при р=0 есть 1; интегралы же

Г (е^і —I) ^ dx> Г (^=1—І) е~* х? 1°ё *dx,
0

х 7
О

(ііі — ^)e~xx?log2xdx,.... Je~xxplognxdx,
J e~xx9\ogxdx, f e~xx9 log*xdx, J e~xжр log"xdx
0

J
0 0

при p=0, очевидно, сохраняютъ конечную величину.

Итакъ съ приближеніемъ р къ 0 всѣ производныя отъ

2 —

у > также какъ и сама 2 j^Fp— j-, будутъ имѣть

предѣлами величины конечныя.

Обращаемся теперь къ Функціи

log р -2 log (l—
Извѣстно, что

Г
Т .

1
.

1
.

1
— 1 "+_

21-+-Р
"+"

31_НР
~+~

41-*-Р ’

откуда выходитъ

log(l рннр) 31-*-р) l°g(l 51-*-р) ■"

=log ^ 1 -+- 21-1-р
"+■

р+р 4И-р ) )

14*
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что по нашему знакоположенію напишется такъ

-2 1og(l-;i,) = log(lH-2ii!4);
слѣдовательно

log? —21о§ (!—,I^p) = bg(ін-p;
а потому

log e—2 log (1 - рт)= log [i ■■+■ p -»- (25FHp—y) p ] •

Изъ этого уравненія видно, что производныя

logp—Slog(l— рт)
по р выразятся конечнымъ числомъ дробей, у которыхъ знаме¬

нателями будутъ цѣлыя, положительныя степени

1 H-p-H^^pjzp у)?,
а числители будутъ цѣлыя Функціи количества р, выраженія

2^fr р
и производныхъ его по р. Но такія дроби съ при¬

ближеніемъ р къ 0 приближаются къ конечному предѣлу; ибо

выраженіе 1 -+- р -+- (2 —[рр— р, составляющее знаменате¬

лей этихъ дробей, съ приближеніемъ р къ 0 приближается къ 1

(потому, что 2 w|^p—^, какъ доказали, при этомъ остается

конечною величиною); Функція же 2у1рр— у и производныя

ея, входящія въ составъ числителей этихъ дробей, по доказан¬

ному нами, съ приближеніемъ р къ 0 приближаются къ конеч¬

нымъ предѣламъ.
Намъ остается теперь доказать это же относительно про¬

изводныхъ

2 log (1 (і^р) 2
і^і+р

'

Для этого мы замѣчаемъ, что первая производная этой Функціи
есть

•чр 1 log (А

(A2-+-2P
’

1
1

£Г+Р
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По виду же этой Функціи не трудно замѣтить, что ея высшія

производныя выразятся конечнымъ числомъ членовъ вида

2
1

(*2Ч-2р
Iogpl*

1
1

ІЛІ+Р

1

гдѣ р, 2, г, s, не<0. Но каждый изъ такихъ членовъ для р=0
и р>0 имѣетъ конечную величину; ибо для р=0 и р>0 Функ¬

ція, состоящая подъ знакомъ 2, относительно — будетъ безко-

нечно-малое порядка не ниже втораго.

Убѣдившись такимъ образомъ, что производныя отъ выра¬
женій

7"’ 1°§Р— 21°g(l ііг^рр))
2 log(l >

съ приближеніемъ р къ 0 приближаются къ конечнымъ предѣ¬
ламъ, мы заключаемъ тоже и о выраженіи

<r[slog(l —j^p)- cf [log р —Slog (l— j^p)]
dpw

dn-

d?r

dPn~

которое по выполненіи дифференцированія и сокращенія приво¬

дится къ слѣдующему
, /ѵ 1о§” I1 V log”-1 т\
— ^!л1-*-Р "

«і+Р )’

въ чемъ и заключается предложенная нами теорема; ибо, какъ

не трудно замѣтить, по нашему знакоположенію выраженіе

ѵ log” (л ѵ log”-1 т

тождественно выраженію

Ж—со

х=2
[?(»-*-1)—?(*)

1 ”| logn X

log#J xL4~9
9
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Въ самомъ дѣлѣ, послѣднее выраженіе есть разность двухъ

S_2 [«Pfc-I-1) —?(&)] ,

X— 00

S •

х—2

logw 1 х

х^9

изъ которыхъ первое приводится къ S - fn-p (суммѣ значеній

, соотвѣтствующихъ простымъ числамъ); ибо 9 (ж-ні) и 9 (ж),
означая число простыхъ чиселъ, меньшихъ ж -+- 1 и ж, въ раз¬

ности <р(ж-ь1)— <р(ж) даютъ 1, когда ж число простое и О,
если ж число составное; второе же перемѣною ж на т обра-

logn^’1 т
щается въ Б ^.р - •

Такъ убѣждаемся въ справедливости предложенной нами

теоремы.

Изъ доказанной нами теоремы можно вывести многія любо¬

пытныя свойства Функціи, опредѣляющей число простыхъ чи¬

селъ, меньшихъ даннаго предѣла. Для этого мы замѣчаемъ, что

разность —J ПРИ х большомъ, есть безконечно
х

1

8

малое относительно
—

порядка перваго; а потому выраженіе

/_і dx \ log”ж
\log х J а, log x) xl-*-9

при ж большомъ будетъ относительно порядка 2 -+-р, и слѣд.

при р не <0, сумма
х=оо

S
х—2 (

1

log X

dx \ Іоgnx

Ja; log x) ж1Н~Р

будетъ имѣть значеніе конечное. Складывая же эту сумму съ

выраженіемъ
ж=оо

Е
х—2

о которомъ сейчасъ доказали теорему 1-ю, на основаніи ея за¬

ключаемъ, что значеніе

S ['?(ж_|_і)_(р(;г)_р1
dx “1

log аи

log” ж
Xi+T dx
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съ приближеніемъ р къ 0 приближается къ конечному предѣлу.
А отсюда не трудно вывести слѣдующую теорему:

II. Теорема.

Отъ х= 2 до х=оо функція о (х), означающая число про¬

стыхъ чиселъ меньшихъ х, удовлетворяетъ безконечное число

рбб dx tx.x
разъ и неравенству 9 (х) > J —

іб^іо
и не'РавенствУ

rdx
OLX

йщхlog” х’
какъ а> оставаясь количествомъ

положительнымъ, ни было мало, а п ни было велико.

Доказательство. Мы ограничимся здѣсь доказательствомъ

второго неравенства, первое докажется подобнымъ образомъ.

Для доказательства, что неравенству

<Ч

удовлетворяетъ безконечное множество чиселъ, допустимъ про¬

тивное, и посмотримъ къ чему приведетъ насъ это допущеніе.
Допустивъ, что неравенству (1) удовлетворяетъ конечное число

чиселъ, положимъ, что а есть цѣлое число, превосходящее и коли¬

чество еп и наибольшее число, удовлетворяющее неравенству (1).
Въ этомъ предположеніи для х > а будетъ

и слѣд.

І^<1 <2>

Но въ этомъ случаѣ, какъ сейчасъ увидимъ, въ противность

доказанному нами значеніе выраженія
Х—СО

S
х=2 [»(*—'-ч-'рм-С'ііУ

1 dx ~| logw х

будетъ приближаться къ -ч- оо съ приближеніемъ р къ 0.

Въ самомъ дѣлѣ, это выраженіе мы можемъ разсматривать

какъ предѣлъ
X=S

£
#=2 [гр (ж -ч- 1) — <р(ж) — f

x-t-i

X

dx П

log xj
logn X
#1_|~р
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при s = оо. Предполагая же s > а, это выраженіе мы можемъ

(3)

разсматривать какъ сумму
x=s

О* S Гтсн-ц-тм-ГЙЭІX—a-t-l
^ x ь ->

называя черезъ С сумму

X

7 ’

х—а

&=2

которая, очевидно, сохраняетъ конечное значеніе при р = 0 и

Р>0.
Далѣе, по Формулѣ

s **«(»«
а-ьі

полагая

■vx) = usvs+—uava^— 2 *в(ѵ
а-ьі

-і)>

logw ж

^ —?(ж) —f2i3^’ ^р’

выраженіе (3) преобразуемъ въ такое

-Л ро-іГчУ
а это, называя черезъ Ѳ количество >0 и <1, можемъ напи¬

сать такъ

^[т(«-і)-£"4а 5е,*н.

I, О’-Ш [^Р-іет^]^
x~s

4- s
x—a-b-1

'' (x—Q)
1)2-»-P

'

Полагая же два первые члена этого выраженія равными F, и

замѣчая по (2), что третій членъ > 0, мы убѣждаемся, что все

это выраженіе болѣе

x—s

F-+- 2
х=а-+-1 [»(■)-£

dx ~[ ГI п ~| log” (x—Q)
_

log xj L
°

log (ж— 9)J (a;—

Изъ тѣхъ же неравенствъ (2) видно, что здѣсь подъ зна¬

комъ суммы, въ предѣлахъ суммированія, Функція сохраняетъ
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знакъ Притомъ въ предѣлахъ суммированія будетъ во 1-хъ)

1-+-Р log (х—6)
болѣе 1■

log
ибо р>0, а: не <й+1,

Ѳ< 1; во 2) <р (х)— J* болѣе ; ибо <р (х) —f
Сх dx

log X

не меньше
OLX

logw X

ах

по первому изъ неравенствъ (2), а по второму

производная , которая есть
logl

ах ^ а (х— Ѳ)
Ы1—болѣе °>вслѢд-

ствіе чего >logn х
^

logn (х—д)

А потому предыдущее выраженіе болѣе
X=S

■ £
х=ач-1

а (х—Ѳ)
logw (х—Ѳ)

п \ logn (х—Q)
log а) (х — б)2Ч~Р

Но это по сокращеніи приводится къ слѣдующему
x=s

1

£F-+- а (l-
что, очевидно, болѣе

F-t-a (і
А это для s = оо будетъ

F-+- а ^1-

П

log -) 1
'

'Г* ,ж—а-і-1

log аПJ /К І

Ж—OO

s
1

a;!"1-?’
ж=ач-1

и съ помощію опредѣленныхъ интеграловъ напишется такъ

F-і-а( 1-
log а)

гJo
'

x9dx

Но это выраженіе, очевидно, съ уменьшеніемъ р прибли-
л00 е—ах z»00

жается къ -+- оо; ибо J dx — -л- оо, j е dx = 1, а а

по положенію и 1 — вслѣдствіе (2) суть количества поло¬

жительныя.

Убѣдившись такимъ образомъ, что въ сдѣланномъ нами

предположеніи не только сумма
х=оо

£
ж—2

Г”

|_9 (*-§-!) — ср(ж) — J
,ж_+'1 б&с ~| logn X

'og х_\ ж1Н-Р ?
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но и количество меньшее его съ приближеніемъ р къ О прибли¬

жается къ -+- оо, мы заключаемъ о несправедливости его, что

и слѣдовало доказать.

На основаніи предыдущей теоремы легко доказать слѣду¬

ющую:

III. Теорема.

Выраженіе —щ—logж при х= оо не можетъ имѣть пре¬

дѣломъ количество отличное отъ —1.

Доказательство. Пусть будетъ L предѣлъ значенія —logж

при ж = оо. Въ этомъ предположеніи мы всегда найдемъ число

N столь большое, что при ж > N значеніе — log ж не бу¬

детъ выходить изъ предѣловъ L—е и L-л-г, какъ бы г ни было

мало. Слѣд. для такихъ величинъ ж, при е > 0, будетъ

X

<р(аО -logж > L— е
X

- log ж < L гл\

Но по предыдущей теоремѣ, неравенства

/ \ ^ Гх dx ах , ч
^

Сх dx ах
Ф W ^ J 2 log ж logw х

’ ? ^ ^ J 2 log х
+

logw х

удовлетворяются при безконечномъ множествѣ величинъ ж и

слѣд. при нѣкоторыхъ числахъ ж > N, для которыхъ имѣютъ

мѣсто неравенства (4). Но эти неравенства въ соединеніи съ

послѣдними даютъ

Y dx

Х

*>L—t, .X dx

"

аж
—logg<S-i-s;

J 2 log X log" X J 2 log X log" X

откуда выходитъ

x — (log a:— llfl*
I+l< 108 X log" X)

L нь 1
X'

fJ;
■ (log ж

'x dx

2 logic

ax

1 )((

log" x

x dx

2 log x

ax

log" x J

f
'x dx

2 log x
+-

ax

log" X

6.
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Изъ этихъ неравенствъ видно, что численная величина L-+-1

не превосходитъ численной величины одного изъ выраженій

а, —(logа,—1)^
Сх dx

_|_

J 2 ІОg X log12, X

Но количество е можетъ быть сдѣлано, какъ замѣтили, по

произволу мало предположеніемъ Nчрезвычайно большимъ, тоже

случается при увеличиваніи х съ выраженіемъ

Гх dx ax
5

J 2 log x logn x

ибо въ предѣлѣ этихъ выраженій для ж=оо по извѣстнымъ

пріемамъ дифференціальнаго исчисленія мы открываемъ 0.

Убѣдясь такимъ образомъ, что выраженіе

х (log х 1) (j*^
j*® dx

j ax

J 2 log Ж log” X

опредѣляющее высшій предѣлъ численной величины L -+-1, мо¬

жетъ быть сдѣлано по произволу малымъ, мы по способу пре¬
дѣловъ заключаемъ, что L ч- 1 = 0, а потому L —— 1, что и

слѣдовало доказать.

Доказанное нами относительно предѣла значеній —log х

при х=оо противорѣчитъ Формулѣ, предложенной Лежандромъ
для приближеннаго опредѣленія числа простыхъ чиселъ мень¬

шихъ даннаго. По его мнѣнію при х большомъ значеніе <р (х)
можетъ быть опредѣлено съ достаточною точностію уравненіемъ

? =

log х— 1,08366
‘

Но отсюда для предѣла — log х при х = оо находимъ

—1,08366, вмѣсто—1.

На основаніи теоремы II можно показать высшій предѣлъ
точности, съ которою Функція <р (х), опредѣляющая число про-
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стыхъ чиселъ меньшихъ ж, можетъ быть представлена какою

либо данною Функціею fx. При этомъ разность fx — 9 (х) мы

будемъ сравнивать съ выраженіями

XXX

log®
5

log2#
*

log3а;
*

и для сокращенія будемъ называть А количествомъ порядка

если отношеніе А къ при х — оо будетъ оо для

т > п и 0 для т -< п. Условившись въ этомъ, мы докажемъ

слѣдующую теорему:

Если выраженіе
ІУ. Теорема.

при х — оо имѣетъ предѣломъ количество конечное или безко¬

нечность; то fx не можетъ представить <р (ж) вѣрно до коли¬

чествъ порядка -- включительно.

Доказательство. Пусть будетъ L предѣлъ, къ которому

значеніе

приближается съ приближеніемъ ж къ оо. Количество L, не бу¬
дучи 0 по положенію, можетъ быть или количествомъ положи¬

тельнымъ, или отрицательнымъ. Мы его предположимъ, коли¬

чествомъ положительнымъ; но сужденія наши безъ затрудненія
приложатся и къ случаю L < 0.

Если значеніе

съ приближеніемъ ж къ оо имѣетъ предѣломъ L, большее 0, то

мы найдемъ число N столь большое, что для ж > N значеніе

logn X
(f(x)—j останется постоянно болѣе нѣкотораго
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положительнаго количества I. Слѣд. предполагая х >- N, мы бу¬
демъ имѣть

<5>

Но по II теоремѣ, какъ бы а ==
у

ни было мало, для без¬

конечнаго множества чиселъ будетъ имѣть мѣсто такое нера¬

венство

(6>
которое даетъ

fм-С ifs < fw’

logW /р I
что по умноженіи на -у— и по положеніи а =

у будетъ

а отсюда вслѣдствіе неравенства (5) выходитъ

^[№) -*(*)]>-г

Но это неравенство, существуя вмѣстѣ съ неравенствами

(5) и (6) для безконечнаго множества чиселъ, по причинѣ — > О

обнаруживаетъ, что предѣлъ

при х = оо не есть нуль. Если же этотъ предѣлъ отличенъ отъ

0; то разность fx— epos по сдѣланному нами опредѣленію есть

количество порядка jили низшаго; и слѣд. f (х) разнится съ

<р (х) или количествомъ порядка х, или порядка низшаго,

что и слѣдовало доказать.

На основаніи этой теоремы мы узнаемъ, что Формула Ле¬

жандра , Для К0Т0Р0Й

log2 х I х Сх dx \

х \loga?—1,08366 J2 log х)

при х = оо имѣетъ предѣломъ величину 0,08366, не можетъ



_ 222 —

выражать <р (ж), число простыхъ чиселъ, меньшихъ ж, вѣрно до

количествъ порядка Іо^2 ж-
включительно.

Также не трудно показать на основаніи этой теоремы вели¬

чины постоянныхъ А и В, при которыхъ Функція л 1о£яч_д могла

бы выражать ср (ж) вѣрно до количествъ порядка )og2
- включи¬

тельно. По предыдущей теоремѣ такія величины А и В должны

удовлетворять уравненію

Но разложеніемъ в
въ Рядъ находимъ

X 1 X В В2

А2 log2 х Аг log3 х

doc
Интегрируя же , по частямъ, имѣемъ

J 2 -lOg x

Л log x -it- В A log a?

dx

J2

px dx x

i2 l0g Xf" 2 log X log2 X
dx

log3 x

Вслѣдствіе чего предыдущее уравненіе измѣняется въ слѣ¬

дующее

Нт.

X X

log2 X
'

А log х

х

В2 х

А2 log2 ж Аъ log3 ж

х

log X log2 X -2l
,x dx

2 log3 X
G

0,

что приводится къ такому уравненію

Нт.
А 0^ 00 (А2 ~

2 log2 ж С* dx

х J 2 log 3 ж

В3 1
*

/ A3 log ж

^)log2 ж
= 0.

x = oo

Замѣчая же, что здѣсь всѣ члены, начиная съ третьяго, при¬

ближаются къ 0 съ увеличеніемъ ж, мы убѣждаемся, что это

уравненіе можетъ быть удовлетворено только предположеніемъ

j-
— 1 = 0, ^-4-1 = 0. Откуда А — 1, В =— 1.

Итакъ изъ Функцій вида —g одна функція
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могла бы выразить <р (ж) вѣрно до количествъ порядка ^
-

включительно.

Что же касается до выбора Функціи, наиближе выражаю¬
щей <р (ж), число простыхъ чиселъ меньшихъ даннаго числа, то

относительно ея можно доказать такую теорему.

Y. Теорема.

Если функція <р (ж), опредѣляющая число простыхъ чиселъ

меньшихъ х, можетъ быть выражена вѣрно до количествъ по¬

рядка jвключительно алгебраически въ ж, log х, ех] то та¬

кое выраженіе ея есть

х 1.x 1.2.х 1.2,3.. .(п — 1)х
log X log2 X log3 X

■ * *

logn X

Доказательство. Пусть будетъ /*(ж) та Функція, которая,

заключая алгебраически ж, log ж, ех, выражаетъ <р (ж) вѣрно до

количествъ порядка Iog„ х включительно; выраженіе

log” х Г., \___Я 1.2.x 1.2.3... (и — 1)х~\
х [_/ log X log2 х log3 х

*

logn X J

съ увеличеніемъ ж должно приближаться къ какому либо пре¬

дѣлу конечному или безконечно великому; ибо въ противномъ

случаѣ первая производная этого выраженія съ увеличеніемъ
ж до с» мѣняла бы свой знакъ безконечное число разъ; а это,
какъ легко замѣтить, не можетъ случиться съ Функціею алге¬

браическою отъ ж, log ж, ех *).

*) Что алгебраическая Функція отъ х, log х, ех перестаетъ мѣнять свой

знакъ при х, превосходящемъ нѣкоторый предѣлъ, въ этомъ не трудно

убѣдиться. Для Функціи цѣлой это ясно; знакъ такой Функціи при довольно

большомъ х будетъ зависѣть отъ одного члена вида kxm'. log т" х. ет"\ х

который не мѣняетъ знака при х > 1. Для всякой же другой алгебраической
Функціи х, log х, ех, которая пусть будетъ у, это докажется такимъ обра¬
зомъ. Функція у вообще будетъ корнемъ уравненія u0ym-t-uLym
.ит 1 у ■+■ ит = О, и если ѵ будетъ Функція, получаемая черезъ исклю¬

ченіе у изъ предыдущаго уравненія и первой производной его по х, то
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lim.

Итакъ для ф (ж) необходимо будетъ
1 х 1.2х

II I JLj I ——— ; ■

logw X
(f{x)- log X log2 X log 3 X

1.2.3.. ..(n—\)x
logn X

L (7)

Но съ другой стороны не трудно убѣдиться, что

*»• [^(і
l.X 1.2 х

log X log2 X log3 X

1 2.. (n — l)x

log" X

а это уравненіе, сложенное съ предыдущимъ, даетъ

Г J*\~\ _ о
h lQg */Ja? = a>

’

Но такъ какъ по положенію fx выражаетъ <р(ж) вѣрно до

количества порядка ^ %
х включительно; а по предыдущей тео¬

ремѣ это не можетъ имѣть мѣсто, если предѣлъ значенія

при х = оо не есть 0. Слѣд. L — 0, и уравненіе (7) даетъ

(logn хГг/лЛ х 1.x 1.2. х

Ііт.
( X log х log 2 л; log 3 х

1.2.8....(ft -

* * " *

log" ж

- l)x
О! =

а это показываетъ, что Функція
х 1.x 1.2х 1.2.3.... (п — 1)х

log X log 2
х log 3 X

*

log" X

не разнится съ fx количествами порядка и низшими, и слѣд.

что она подобно fx можетъ выражать <р (х) вѣрно до количествъ

порядка fQg*~ включительно, что и требовалось доказать.

Функціи м0, ит, какъ цѣлыя, перестанутъ мѣнять свой знакъ и обращаться
въ 0 при х превосходящемъ нѣкоторый предѣлъ; а при этомъ и у будетъ со¬

хранять свой знакъ; ибо при величинахъ х, необращающихъ ѵ въ нуль, не мо¬

жетъ имѣть уравненіе равныхъ корней; а при неравенствѣ корней знакъ од¬

ного изъ нихъ можетъ перемѣниться только съ перемѣною знака и0 или ит.

Это свойства можетъ быть также доказано и для многихъ другихъ Функцій и

на всѣ эти Функціи будетъ распространяться теорема У и заключенія изъ нея

вытекающія.
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На основаніи доказанной нами теоремы мы заключаемъ, что

если ф (ж), Функція, опредѣляющая число простыхъ чиселъ мень¬

шихъ ж, можетъ быть выражена алгебраически въ х, log ж, ех

вѣрно до количествъ порядковъ , ІоД -, 1оД -, . вклю¬

чительно; то такое выраженіе ея есть

х х 1.x х 1.x 1.2.x

log х
’

logic log2 г»
7

logo; log2 ж log3#’

А такъ какъ эти Функціи суть ничто иное, какъ значеніе инте-

ГХ ^/JQ /JQ
ГРала J2 вѣРн0 ДО количествъ порядка j—,

то во всѣхъ этихъ предположеніяхъ интегралъ будетъ

выражать 9 (ж) вѣрно до количествъ такого порядка, до какого

она способна выразиться алгебраически въ ж, log ж, ех. Что

интегралъ
%х dx

2 l°g % при ж большомъ выражаетъ довольно близко

число простыхъ чиселъ, меньшихъ ж, въ этомъ мы легко

убѣждаемся помощію таблицъ простыхъ чиселъ. Но эти та¬

блицы, доселѣ составленныя, слишкомъ малы, чтобы видѣть изъ

rdxіо^ж пРеДъ Формулою Лежандра
X

log х —1,08366

функціи

или подобными ей. Въ предѣлахъ этихъ таблицъ

іІГ5’ і^-1,08366 мало Разнятся; но разность ихъ

(1,08366)2

logic—1,08366 J о І5^>
имѣя ™™ітит при ж = е

= 1247689, послѣ него постоянно возрастаетъ до сю и при

ж >10000000 получаетъ уже довольно большую величину. При
этихъ-то величинахъ ж можно будетъ обнаружить преимущество

(•я? dx х
Формулы )2 j— передъ -lo-ga;_1;08366

• Но для этого потребна

таблица простыхъ чиселъ гораздо обширнѣе тѣхъ, которыя мы

до сихъ поръ имѣемъ.

Принявши для приближеннаго опредѣленія 9 (ж) интегралъ

fx
dx

, мы должны будемъ измѣнить всѣ Формулы Лежандра,
15
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выведенныя имъ въ предположеніи 9 (х) —10„ х 08366
, и Фор¬

мулы наши будутъ не сложнѣе его. Вслѣдствіе же доказан¬

ныхъ нами теоремъ онѣ должны быть ближе къ истинѣ.

Для примѣра мы найдемъ здѣсь приближенныя Формулы для

опредѣленія значеній

1

х ’

(>-і)
при X большомъ.

Для опредѣленія перваго мы замѣчаемъ, что по нашему зна¬

коположенію будетъ

i_.J_.J_. J.
Х уХ <р(жн-1) — ф)

2 3 5 Z х
’

х—2

ибо 9 (х), означая число простыхъ чиселъ меньшихъ х, въ раз¬

ности 9 (х -+-1)— 9 (х) даетъ 0, когда а; число составное и 1,
когда оно простое.

Предполагая X числомъ большимъ, назовемъ X какое ни-

будь число менѣе X, но еще довольно значительное, дабы въ

предѣлахъ х — \ и х — X, мы могли съ достаточною точностію

Въ этомъ предположеніи

предыдущее уравненіе напишется такъ

j
2

2_
3

1_
5

1_
X
~

Ж=Х—1
ѵ

х—2

ф(я + 1) — ф(ж)
х

х=Х

Б

х— X

ср(х -+- 1) — ф(ж)
X

Замѣняя же здѣсь во

найдемъ

второй суммѣ ф(х) интеграломъ fx2
dx

log X>

2
_1_
3

_1
5

Но вѣрно

Х—\—1
= S

х—2

ф(Я5-*-1)— ф(ж)
X

х=Х

S
Х— \

•ям-1

X

dx

log х

X

до количества порядка х интегралъ
dx

X log я
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можетъ быть замѣненъ выраженіемъ , и съ такою же точ-

х=Х

ностію сумма Е
•xloasc

можетъ быть замѣнена интеграломъ
х=Х

°

СХ сіх
и

J X ос log х

Но такою перемѣною предыдущее уравненіе приводится къ

слѣдующему
11 .1 а’~ѵ

1
ф(ж-ь1)—<?{х) ,

CXdx

2 3
••••

х
_

х ~J х ж log ^
’

X—2і

что но выполненіи интегрированія даетъ

1

или

Iх * \(х+1) -ф)
_log logX4-loglogX,А X

я=2

4: = С7-*- log logXх (8),

полагая G равнымъ количеству 2 —— — log log А,
х=2

Х

не зависящему отъ X

Вотъ уравненіе, которое по опредѣленіи постояннаго О, мо¬

жетъ намъ служить для приближеннаго вычисленія суммы

1 1 1
— — 11» — —

2 3 5 X ’

когда X велико.

Наше выраженіе этой суммы проще выраженія ея у Ле¬

жандра, которое такого вида

х
'■ log (logX—0,08366) -+- G.

Теперь переходимъ къ опредѣленію произведенія

Полагая это произведеніе равнымъ Р, и взявъ логариѳмы

отъ обѣихъ частей уравненія

15*
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находимъ

logP = log(l—y)-Hl0g(l—y)-«-log(l—y)-
.... H-log^l—2^,

что иначе напишется такъ

log Р= +|+{ і) Н- -2--+-log(l—І)-Н

|4-l0g(l-i)-b|+l0g(l-4)-H....H-^-4-l0g(l-^).
А здѣсь вѣрно до количествъ порядка ^ можемъ замѣнить

конечный рядъ

-log (і—у)- - log (1 т)-«-1
■log(l ±

■log(l —у)
1

X

рядомъ безконечнымъ

y-*-log(l
ибо, по числовой величинѣ, разность этихъ рядовъ меньше

1Og(1-|)-b-|-HI°g(1

Х-ЬІ ■log( 1-
1 1

Хи-T / Х-+-2

.00

bg(l хч-2}' •

J

а это меньше интеграла fx[i-blog(l-y)] rlx, который pa-

венъ—1—(X—1) log^l—у), и котораго величина при X

большомъ есть безконечно малое относительно
у перваго по¬

рядка.

Итакъ до количества порядка у
въ предыдущемъ выраже¬

ніи log Р мы можемъ замѣнить конечную сумму

У
-+- log(і—у) -I-

у
-+- log(і—у) -f-

у
-н log(і — у)

1_
X"

безконечнымъ рядомъ

•bg(l—у log (1 -о-) у -+- log (1
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и называя для сокращенія величину послѣдняго черезъ G', мы

предыдущее выраженіе log Р представимъ такъ

log Р - ■^)+G'.
Внеся же сюда значеніе

1 1

¥~*~ У-*
изъ (8), найдемъ

X

log Р-

откуда выходитъ

(7—log log Хи-С/,

С'—С

полагая же для сокращенія е

1'

log X

а—с
= С0 и замѣняя Р его вели¬

чиною ^1 — yj ^1—^1—• • *(l—имѣемъ
C0

log.X

Вмѣсто этой Формулы Лежандръ нашелъ такую

■••(«-і)~ *
log X — 0,08366





ТАБЛИЦА. ПРОСТЫХЪ ЧИСЕЛЪ,
НЕ ПРЕВОСХОДЯЩИХЪ 6000.

2 127 283 467 661 877 1087

3 131 293 479 673 881 1091

5 137 307 487 677 883 1093

7 139 311 491 683 887 1097

11 149 313 499 691 907 1103

13 151 317 503 701 911 1109

17 157 331 509 709 919 1117

19 163 337 521 719 929 1123

23 167 347 523 727 937 1129

29 173 349 541 733 941 1151

31 179 353 547 739 947 1153

37 181 359 557 743 953 1163

41 191 367 563 751 967 1171

43 193 373 569 757 971 1181

47 197 379 571 761 977 1187

53 199 383 577 769 983 1193

59 211 389 587 773 991 1201

61 223 397 593 787 997 1213

67 227 401 599 797 1009 1217

71 229 409 601 809 1013 1223

73 233 419 607 811 1019 1229

79 239 421 613 821 1021 1231

83 241 431 617 823 1031 1237

89 251 433 619 827 1033 1249

97 257 439 631 829 1039 1259

101 263 .443 641 839 1049 1277

103 269 449 643 853 1051 1279

107 271 457 647 857 1061 1283

109 277 461 653 859 1063 1289

113 281 463 659 863 1069 1291
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1297 1523 1741 1993 2221 2437 2689

1301 1531 1747 1997 2237 2441 2693

1303 1543 1753 1999 2239 2447 2699

1307 1549 1759 2003 2243 2459 2707

1319 1553 1777 2011 2251 2467 2711

1321 1559 1783 2017 2267 2473 2713

1327 1567 1787 2027 2269 2477 2719

1361 1571 1789 2029 2273 2503 2729

1367 1579 1801 2039 2281 2521 2731

1373 1583 1811 2053 2287 2531 2741

1381 1597 1823 2063 2293 2539 2749

1399 1601 1831 2069 2297 2543 2753

1409 1607 1847 2081 2309 2549 2767

1423 1609 1861 2083 2311 2551 2777

1427 1613 1867 2087 2333 2557 2789

1429 1619 1871 2089 2339 2579 2791

1433 1621 1873 2099 2341 2591 2797

1439 1627 1877 2111 2347 2593 2801

1447 1637 1879 2113 2351 2609 2803

1451 1657 1889 2129 2357 2617 2819

1453 1663 1901 2131 2371 2621 2833

1459 1667 1907 2137 2377 2633 2837

1471 1669 1913 2141 2381 2647 2843

1481 1693 1931 2143 2383 2657 2851

1483 1697 1933 2153 2389 2659 2857

1487 1699 1949 2161 2393 2663 2861

1489 1709 1951 2179 2399 2671 2879

1493 1721 1973 2203 2411 2677 2887

1499 1723 1979 2207 2417 2683 2897

1511 1733 1987 2213 2423 2687 2903
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2909 3187 3433 3659 3911 4153 4421

2917 3191 3449 3671 3917 4157 4423

2927 3203 3457 3673 3919 4159 4441

2939 3209 3461 3677 3923 4177 4447

2953 3217 3463 3691 3929 4201 4451

2957 3221 3467 3697 3931 4211 4457

2963 3229 3469 3701 3943 4217 4463

2969 3251 3491 3709 3947 4219 4481

2971 3253 3499 3719 3967 4229 4483

2999 3257 3511 3727 3989 4231 4493

3001 3259 3517 3733 4001 4241 4507

ЗОН 3271 3527 3739 4003 4243 4513

3019 3299 3529 3761 4007 4253 4517

3023 3301 3533 3767 4013 4259 4519

3037 3307 3539 3769 4019 4261 4523

3041 3313 3541 3779 4021 4271 4547

3049 3319 3547 3793 4027 4273 4549

3061 3323 3557 3797 4049 4283 4561

3067 3329 3559 3803 4051 4289 4567

3079 3331 3571 3821 4057 4297 4583

3083 3343 3581 3823 4073 4327 4591

3089 3347 3583 3833 4079 4337 4597

3109 3359 3593 8847 4091 4339 4603

3119 3361 3607 3851 4093 4349 4621

3121 3371 3613 3853 4099 4357 4637

3137 3373 3617 3863 4111 4363 4639

3163 3389 3623 3877 4127 4373 4643

3167 3391 3631 3881 4129 4391 4649

3169 3407 3637 3889 4133 4397 4651

3181 3413 3643 3907 4139 4409 4657
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4663 4943 5189 5449 5701 5953

4673 4951 5197 5471 5711 5981

4679 4957 5209 5477 5717 5987

4691 4967 5227 5479 5737

4703 4969 5231 5483 5741

4721 4973 5233 5501 5743

4723 4987 5237 5503 5749

4729 4993 5261 5507 5779

4733 4999 5273 5519 5783

4751 5003 5279 5521 5791

4759 5009 5281 5527 5801

4783 5011 5297 5531 5807

4787 5021 5303 5557 5813

4789 5023 5309 5563 5821

4793 5039 5323 5569 5827

4799 5051 5333 5573 5839

4801 5059 5347 5581 5843

4813 5077 5351 5591 5849

4817 5081 5381 5623 5851

4831 5087 5387 5639 5857

4861 5099 5393 5641 5861

4871 5101 5399 5647 5867

4877 5107 5407 5651 5869

4889 5113 5413 5653 5879

4903 5119 5417 5657 5881

4909 5147 5419 5659 5897

4919 5153 5431 5669 5903

4931 5167 5437 5683 5923

4933 5171 5441 5689 5927

4937 5179 5443 5693 5939



ТАБЛИЦЫ
ПЕРВООБРАЗНЫХЪ КОРНЕЙ И УКАЗАТЕЛЕЙ ДЛЯ ПРОСТЫХЪ МОДУЛЕЙ, НЕ

ПРЕВОСХОДЯЩИХЪ 200.

Простое число 3.

Первообр. корень 2. Основаніе 2.

Простое число б.

Первообразные корни: 2, 3.

Основаніе 2.
і. N.

Простое число 7.

Первообразные корни: 3, 5.

Основаніе 3.
і. N.

I. 0 1 2 3 4 5

1 3 2 6 4 5

N. 1 2 3 4 5 6

0 2 1 4 5 3

Простое число 11.

Первообразные корни: 2, 6, 7, 8.

Основаніе 2.
I. N.

I. 0 1 2 3 4 5 1 6
1

7 8 9

1 2 4 8 5 10 9 7 3 6

N. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0 1 8 2 4 9 7 3 6 5

I. 0 1 2 3

1 2 4 3

N. 1 j 2 3 4

0 1 3 2

N.

I. 0 1

1 2

I.

N. 1 2

0 1
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Простое число 13.

Первообразные корни: 2, 6, 7, 11.

Основаніе 6.
I. N.

N 0 1 2 3 4 5 G 7 8 9 I. 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 5 8 10 9 1 7 3 4 1 6 10 8 9 2 12 7 3 5

1 2 11 6 1 4 11

Простое число 17.

Первообразные корни: 3, 5, 6, 7, 10, 11, 12, 14.

Основаніе 10.
I. N.

N. 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 I. 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 10 11 4 7 5 9 14 6 1 10 15 14 4 6 9 5 16 7

1 1 13 15 12 3 2 8 1 2 3 13 11 8 12

Простое число 19.

Первообразные корни: 2, 3, 10, 13, 14, 15.

Основаніе 10.
і. N.

N. 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 I. 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 17 5 16 2 4 12 15 10 1 10 5 12 6 3 11 15 17 18

1 1 6 3 13 11 7 14 8 9 1 9 14 7 13 16 8 4 2

Простое число 23.

Первообразные корни: 5, 7, 10, 11, 14, 15, 17, 19, 20, 21.

Основаніе 10.
і. N.

N. 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 I. 0 11
Іо
I2 3 4 5 6 7 8 9

0 8 20 16 15 6 21 2 18 1 10 8 11 18 19 6 14 2 20

1 1 3 14 12 7 13 10 17 4 5 1 16 22 13 15 12 5 4 17 9 21

2 9 19 11 2 3 7
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Простое число 29.

Первообр. корни: 2, 3, 8, 10, 11, 14, 15, 18, 19, 21, 26, 27.

Основаніе 10.
I. N.

N. 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 I. 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 11 27 22 18 10 20 5 26 1 10 13 14 24 8 22 17 25 18

1 1 23 21 2 3 17 16 7 9 15 1 6 2 20 26 28 19 16 15 5 21
2 12 19 6 24 4 8 13 25 14 2 7 12 4 11 23 27 9 3

Простое число 31.

Первообразные корни: 3, 11, 12, 13, 17, 21, 22, 24.

Основаніе 17.
I. N.

N. 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 I. 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 12 13 24І 20 25 4 6 26 1 17 10 15 7 26 8 12 18 27

1 2 29 7 23 16 3 18 1 8 22 1 25 22 2 3 20 30 14 21 16 24

2 14 17 11 21 19 10 5 9 28 27 2 5 23 19 13 4 6 9 29 28 И1
3 15 1

Простое число 37.

Первообр. корни: 2, 5, 13, 15, 17, 18, 19, 20, 22, 24, 32, 3 5

Основаніе 5.

I N.

N. 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 I. 0 1 2 3 J 4 5 6 7 8 9

0 11 34 22 1 9 28 33 32 1 5 25 14 33 17 11 18 16 6

1 12 6 20 13 3 35 8 5 7 25 1 30 2 10 13 28 29 34 22 36 32

2 23 26 17 21 31 2 24 30 14 15 2 12 23 4 20 26 19 21 31 7 35

3 10 27 19 4 16 29 18 3 27 24 9 «!8 15
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Простое число 41.

Первообразные корни: 6, 7, 11, 12, 13, 15, 17, 19, 22, 24,
26, 28, 29, 30, 34, 35.

Основаніе 6.
I. N.

N. 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 I. 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 26 15 12 22 1 39 38 30 1 6 36 11 25 27 39 29 10 19

1 8 3 27 31 25 37 24 33 16 9 1 32 28 4 24 21 3 18 26 33 34

2 34 14 29 36 13 4 17 5 11 7 2 40 35 5 30 16 14 2 12 31 22

3 23 28 10 18 19 21 2 32 35 6 3 9 13 37 17 20 38 23 15 8 7

4 20

Простое число 43.

Первообр. корни: 3, 5, 12, 18, 19, 20, 26, 28, 29, 30, 33, 34.

Основаніе 28.
і. N.

N. 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9^ I. 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 39 17 36 5 14 7 33 34 1 28 10 22 14 5 11 7 24 27
1 2 6 11 40 4 22 30 16 31 29 1 25 12 35 34 6 39 17 3 41 30
2 41 24 3 20 8 10 37 9 1 25 2 23 42 15 33 21 29 38 32 36 19
3 19 32 27 23 13 12 28 35 26 15 3 16 18 31 8 9 37 4 26 40 2
4 38 18 21 4 13 20

Простое число 47.

Первообр. корни: 5, 10, 11, 13, 15, 19, 20, 22, 23, 26, 29,
30, 31, 33, 35, 38, 39, 40, 41, 43, 44, 45.

Основаніе 10.
і. N.

N. 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 N. 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 30 18 14 17 2 38 44 36 1 10 6 13 36 31 28 45 27 35

1 1 27 32 3 22 35 28 42 20 29 1 21 22 32 38 4 40 24 5 3 30

2 31 10 11 39 16 34 33 8 6 43 2 18 39 14 46 37 41 34 11 16 19

3 19 5 12 45 26 9 4 24 13 21 3 2 20 12 26 25 15 9 43 7 23

4 15 25 40 37 41 7 23 4 42 44 17 29 8 33
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Простое число 53.

Первообразные корпи: 2, 3, 5, 8, 12, 14, 18, 19, 20, 21, 22,
26, 27, 31, 32, 33, 34, 35, 39, 41, 45,
48, 50, 51.

Основаніе 26.
і. N.

N. 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 I. 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 25 9 50 31 34 38 23 18 1 26 40 33 10 48 29 12
1
47 3

1 4 46 7 28 11 40 48 42 43 41 1 25 14 46 30 38 34 36 35 9 22

2 29 47 19 39 32 10 1 27 36 6 2 42 32 37 8 49 2 52 27 13 20

3 13 45 21 3 15 17 16 22 14 37 3 43 5 24 41 6 50 28 39 7 23

4 2 33 20 30 44 49 12 8 5 24 4 15 19 17 18 44 31 11 21 16 45

5 35 51 26 5 4 51

Простое число 59.

Первообразные корни: 2, 6, 8, 10, 11, 13, 14, 18, 23, 24, 30,

31, 32, 33, 34, 37, 38, 39, 40, 42, 43,

44, 47, 50, 52, 54, 55, 56.

Основаніе 10.
I. N.

N. 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 I. 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 25 32 50 34 57 44 17 6 1 10 41 56 29 54 9
і

31

і

15 32

1 1 45 24 23 11 8 42 14 31 22 1 25 14 22 43 17 52 48 8 21 33

2 26 18 12 27 49 10 48 38 36 4 2 35 55 19 13 12 2 20 23 53 58

3 33 7 9 19 39 20 56 41 47 55 3 49 18 3 30 5 50 28 44 27 34

4 51 2 43 13 37 40 52 53 16 30 4 45 37 16 42 7 11 51 38 26 24

5 35 46 15 28 5 21 3 54 29 5 4 40 46 47 57 39 36 6
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Простое число 61.

Первообр. корни: 2, 6, 7, 10, 17, 18, 26, 30, 31, 35, 43,
44, 51, 54, 55, 59.

Основаніе 10.
I. N.

N. О 1 2 3 4 5 6 7 8 9 I. 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 47 42 34 14 29 23 21 24 1 10 39 24 57 21 27 26 16 38

1 1 45 16 20 10 56 8 49 11 22 1 14 18 58 31 5 50 12 59 41 44

2 48 5 32 39 3 28 7 6 57 25 2 13 8 19 7 9 29 46 33 25 6

3 43 13 55 27 36 37 58 33 9 2 3 60 51 22 37 4 40 34 35 45 23

4 35 18 52 41 19 38 26 40 50 46 4 47 43 3 30 56 11 49 2 20 17

5 15 31 54 51 53 59 44 4 12 17 5 48 53 42 54 52 32 15 28 36 55

6 30

Простое число 67.

Первообр. корни: 2, 7, 11, 12, 13, 18, 20, 28, 31, 32, 34(
41, 44, 46, 48, 50, 51, 57, 61, 63.

Основаніе 12
і. N.

N. 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 I. 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 29 9 58 39 38 7 21 18 1 12 10 53 33 61 62 7 17 3

1 2 61 1 23 36 48 50 8 47 26 1 36 30 25 32 49 52 21 51 9 41

2 31 16 24 20 30 12 52 27 65 22 2 23 8 29 13 22 63 19 27 56 2

3 11 43 13 4 37 46 10 44 55 32 3 24 20 39 66 55 57 14 34 6 5

4 60 19 45 63 53 57 49 64 59 14 4 60 50 64 31 37 42 35 18 15 46

5 41 17 15 3 56 34 28 35 51 54 5 16 58 26 44 59 38 54 45 4 48

6 40 5 6 25 42 62 33 6 40 11 65 43 47 28
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Простое число 71.

Первообразные корни: 7, 11, 13, 21, 22, 28, 31, 33, 36, 42,
44, 47, 52, 53, 55, 56, 59, 61, 62, 63,
65, 67, 68, 69.

Основаніе 62.
I. N.

N. 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 I. 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 58 18 46 14 6 33 34 36 1 62 10 52 29 23 6 17 60 28

1 2 43 64 27 21 32 22 7 24 38 1 32 67 36 31 5 26 50 47 3 44

2 60 51 31 5 52 28 15 54 9 4 2 30 14 16 69 18 51 38 13 25 59

3 20 13 10 61 65 47 12 30 26 45 3 37 22 15 7 8 70 9 61 19 42

4 48 55 39 44 19 50 63 17 40 66 4 48 65 54 11 43 39 4 35 40 66

5 16 25 3 59 42 57 67 56 62 29 5 45 21 24 68 27 41 57 55 2 53

6 8 37 1 69 68 41 49 11 53 23 6 20 33 58 46 12 34 49 56 64 63

7 35

Простое число 73.

Первообразные корни: 5, 11, 13, 14, 15, 20, 26, 28, 29, 31,
33, 34, 39, 40, 42, 44, 45, 47, 53, 58,
59, 60, 62, 68.

Основаніе 5.
I. N.

N. 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 I. 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 8 6 16 1 14 33 24 12 1 5 25 52 41 59 3 15 2 10

1 9 55 22 59 41 7 32 21 20 62 1 50 31 9 45 6 30 4 20 27 62

2 17 39 63 46 30 2 67 18 49 35 2 18 17 12 60 8 40 54 51 36 34

3 15 11 40 61 29 34 28 64 70 65 3 24 47 16 7 35 29 72 68 48 21

4 25 4 47 51 71 13 54 31 38 66 4 32 14 70 58 71 63 23 42 64 28

5 10 27 3 53 26 56 57 68 43 5 5 67 43 69 53 46 11 55 56 61 13

6 23 58 19 45 48 60 69 50 37 52 6 65 33 19 22 37 39 49 26 57 66

7 42 44 36 7 38 44

16
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Простое число 79.

Первообразные корни: 3, 6, 7, 28, 29, 30, 34, 35, 37, 39, 43,
47, 48, 53, 54, 59, 60, 63, 66, 68, 70,
74, 75, 77.

Основаніе 29.
і. N.

N. 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 I. 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 50 71 22 34 43 19 72 64 1 29 51 57 73 63 10 53 36 17

1 6 70 15 74 69 27 44 9 36 10 1 19 77 21 56 44 12 32 59 52 7

2 56 12 42 52 65 68 46 57 41 1 2 45 41 4 37 46 70 55 15 40 54

3 77 76 16 63 59 53 8 23 60 67 3 65 68 76 71 5 66 18 48 49 78

4 28 21 62 47 14 20 24 55 37 38 4 50 28 22 6 16 69 26 43 62 60

5 40 2 18 7 29 26 13 3 51 17 5 2 58 23 35 67 47 20 27 72 34

6 49 75 48 5 66 30 35 54 31 45 6 38 75 42 33 9 24 64 39 25 14

7 25 33 58 4 73 61 32 11 39 7 11 3 8 74 13 61 31 30

Простое число 83.

Первообразные корни: 2, 5, 6, 8, 13, 14, 15, 18, 19, 20,
22. 24, 32, 34, 35, 39, 42, 43, 45, 46,
47І 50, 52, 53, 54, 55, 56, 57, 58, 60,
62, 66, 67, 71, 72, 73, 74, 76, 79, 80.

Основаніе 50.
і. N.

N. 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 I. 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 3 52 6 81 55 24 9 22 1 50 10 2 17 20 4 34 40 8

1 2 72 58 67 27 51 12 4 25 59 1 68 80 16 53 77 32 23 71 64 46

2 5 76 75 16 61 80 70 74 30 36 2 59 45 9 35 7 18 70 14 36 57

3 54 32 15 42 7 23 28 60 62 37 3 28 72 31 56 61 62 29 39 41 58

4 8 38 79 49 78 21 19 69 64 48 4 78 82 33 73 81 66 63 79 49 43

5 1 56 73 13 77 71 33 29 39 20 5 75 15 3 67 30 6 51 60 12 19

6 57 34 35 46 18 66 45 53 10 68 6 37 24 38 74 48 76 65 13 69 47

7 26 17 31 43 63 50 65 14 40 47 7 26 55 11 52 27 22 21 54 44 42

8 11 44 41 8 25 5
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Простое число 89.

Первообразпые корни: 3, 6, 7, 13, 14, 15, 19, 23, 24, 26, 27,
28, 29, 30, 31, 33, 35, 38, 41, 43, 46,
48, 51, 54, 56, 58, 59, 60, 61, 62, 63,
65, 66, 70, 74, 75, 76, 82, 83, 86.

Основаніе 30.
і. N.

N. 0 1 2 3 4 5 6 7* 8 9 I. 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 72 87 56 18 71 7 40 86 1 30 10 33 11 63 21 7 32 70

1 2 4 55 65 79 17 24 82 70 53 1 53 77 85 58 49 46 45 15 5 G1

2 74 6 76 31 39 36 49 85 63 29 2 50 76 55 48 16 35 71 83 87 29

3 1 57 8 3 66 25 54 77 37 64 3 69 23 67 52 47 75 25 38 72 24

4 58 67 78 59 60 16 15 34 23 14 4 8 62 80 86 88 59 79 56 78 26

5 20 81 33 10 69 22 47 52 13 45 5 68 82 57 19 36 12 4 31 40 43

G 73 19 41 5 80 83 75 32 50 30 6 44 74 84 28 39 13 34 41 73 54

7 9 26 38 68 61 35 21 11 48 46 7 18 6 2 60 20 66 22 37 42 14

8 42 84 51 27 62 12 43 28 44 8 64 51 17 65 81 27 9 3

Простое число 97.

Первообразные корни: 5, 7, 10, 13, 14, 15, 17, 21, 23, 26,
29, 37, 38, 39, 40, 41, 56, 57, 58, 59,
60, 68, 71, 74, 76, 80, 82, 83, 84, 87,
90, 92.

Основаніе 10.
і. N.

N. 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 I. 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 86 2 76 11 88 53 66 4 1 10 3 30 9 90 27 76 81 34

1 1 82 78 83 43 13 56 19 90 27 1 49 5 50 15 53 45 62 38 89 17

2 87 55 72 79 68 22 73 6 33 47 2 73 51 25 56 75 71 31 19 93 57

3 3 26 46 84 9 64 80 41 17 85 3 85 74 61 28 86 84 64 58: 95 77

4 77 71 45 44 62 15 69 60 58 10 4 91 37 79 14 43 42 32 29 96 87

5 12 21 63 14 92 93 23 29 37 65 5 94 67 88 7 70 21 16 63 48 92

6 89 32 16 57 36 94 74 51 95 81 6 47 82 44 52 35 59 8 80 24 46

7 54 25 70 20 31 24 7 39 75 42 7 72 41 22 26 66 78 4 40 12 23

8 67 8 61 91 35 30 34 49 52 18 8 36 69 11 13 33 39 2 20 6 60

9 5 40 59 28 50 38 48 9 18 83 54 55 65 68
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ЛИНЕЙНЫЕ ДЕЛИТЕЛИ
КВАДРАТИЧНОЙ ФОРМЫ X2 н— ау2 ДЛЯ ВСѢХЪ ВЕЛИЧИНЪ й отъ

1 до 101.

X2 -+- у2 42 —1— 1.

х2 -+- 2у2 8-ггч- 1, 3.

х2 -+- 3у2 12* ч- 1, 7.

х2 нь Ъу2 20*4-1, S, 7, 9.

х2 бу2 24e-t-l, б, 7, 11.

х2 -+- 7у2 28^4-1, 9, 11, 15, 23, 25.

х2 -+- ІОу2 40гн- 1, 7, 9, 11, 13, 19, 23, 37.

X2 4- 1 \у2 Ш ■+■ 1, 3, 5, 9, 15, 23, 25, 27, 31, 37.

4-132/2 52г -+- 1, 7, 9, 11, 15, 17, 19, 25, 29, 31, 47, 49.

x2-*-Uy2 56гн- 1, 3, 5, 9, 13, 15, 19, 23, 25, 27, 39, 45.

х2 -+- \Ъу2 60гг-і- 1, 17, 19, 23, 31, 47, 49, 53.

х2 -+- \1у2 68гч- 1, 3, 7, 9, 11, 13, 21, 23, 25, 27, 31, 33, 39, 49, 53, 63.

х2 -ь 19?/2 76г •+• 1, 5, 7, 9, 11, 17, 23, 25, 35, 39, 43, 45, 47, 49, 55, 61,
63, 73.

ж2 2І2/2 84г-н 1, 5, 11, 17, 19, 23, 25, 31, 37, 41, 55, 71.

ж2 -+- 22у2 88*-t- 1, 9, 13, 15, 19, 21, 23, 25, 29, 31, 35, 43, 47, 49, 51,
61, 71, 81, 83, 85.

х2 -+■ 23у2 92* -н 1, 3, 9, 13, 25, 27, 29, 31, 35, 39, 41, 47, 49, 55, 59, 71,
73, 75, 77, 81, 85, 87.

х2 •+- 2Gy2 104*н- 1,3, 5, 7, 9, 15, 17, 21, 25, 27, 31, 35, 37, 43, 45, 47,
49, 51, 63, 71, 75, 81, 85, 93.

х2 -+- 29у2 116*-н 1, 3, 5, 9, 11, 13, 15, 19, 25, 27, 31, 33, 39, 43, 45, 47,
49, 53, 55, 57, 65, 75, 79, 81, 93, 95, 99, 109.

17*
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х2 -+- 30у2 120? -*- 1, 11, 13, 17, 23, 29, 31, 37, 43, 47, 49, 69, 67, 79, 101,
113.

х2 -t- 31у2 124? -і- 1, б, 7, 9, 19, 25, 33, 35, 39, 41, 45, 47, 49, 51, 59, 63,
67, 69, 71, 81, 87, 95, 97, 101, 103, 107, 109, 111, 113,
121.

х2 -t- 33у2 132.?-*- 1, 7, 17, 19, 23, 25, 29, 37, 41, 43, 47, 49, 59, 65, 71,
79, 97, 101, 119, 127.

х2 -+- 34у2 136? -*- 1, 5, 7, 9, 19, 23, 25, 29, 31, 33, 35, 37, 39, 43, 45, 49,
59, 61, 63, 67, 71, 79, 81, 83, 89, 95, 109,115, 121, 123,
125, 133.

х2 ч~ 35у2 140? н- 1, 3, 9, 11, 13, 17, 27, 29, 33, 39, 47, 51, 71, 73, 79, 81,
83, 87, 97, 99, 103, 109, 117, 121.

X2 -+- 37г/2 148?-+- 1, 9, 15, 19, 21, 23, 25, 31, 33, 35, 39, 41, 43, 49, 51,
53, 55, 59, 65, 73, 77, 79, 81, 85, 87, 91, 101, 103, 119,
121, 131, 135, 137, 141, 143, 145.

х2 н- ЗВ?/2 152? -+- 1, 3, 7, 9, 13, 17, 21, 23, 25, 27, 29, 37, 39, 47, 49, 51,
53, 55, 59, 63, 67, 69, 73, 75, 81, 87, 91, 107, 109, 111,
117, 119, 121, 137, 141, 147.

х2 -+- 39у2 156?-ні, 5, 11, 25, 41, 43, 47, 49, 55, 59, 61, 71, 79, 83, 89,
103, 119, 121, 125, 127, 133, 137, 139, 149.

х2 ■+■ 41у2 164?-*- 1, 3, 5, 7, 9, 11, 15, 19, 21, 25, 27, 33, 35, 37, 45, 47,
49, 55, 57, 61, 63, 67, 71, 73, 75, 77, 79, 81, 95, 99,
105, 111, 113, 121, 125, 133, 135, 141, 147, 151.

х2 -ь 42?/2 168?-*- 1, 13, 17, 23, 25, 29, 31, 41, 43, 53, 55, 59, 61, 67, 71,
83, 89, 95, 103, 121, 131, 149, 157, 163.

а-2 -*- 43і/2 172? -*-1, 9, 11, 13, 15, 17, 21, 23, 25, 31, 35, 41, 47, 49, 53,
57, 59, 67, 79, 81, 83, 87, 95, 97, 99, 101, 103,107, 109,
111, 117, 121, 127, 133, 135, 139, 143, 145, 153, 165,
167, 169.

л?2 -t- 46?/2 184?-*-1, 5, 9, 11, 19, 21, 25, 31, 37, 39, 41, 43, 45, 47, 49, 51,
53, 55, 61, 67, 71, 73, 81, 83, 87, 91, 95, 99, 105, 107,
109, 119, 121, 125, 127, 149, 151, 155, 157, 167, 169,
171, 177, 181.

ж2 н- 47?/2 188?-*- 1, 3, 7, 9, 17, 21, 25, 27, 37, 49, 51, 53, 55, 59, 61, 63,
65, 71, 75, 79, 81, 83, 89, 95, 97, 101, 103, 111, 115,
119, 121, 131, 143, 145, 147, 149, 153, 155, 157, 159,
165, 169, 173, 175, 177, 183.
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Я2 51^2 2040-+-1, 5, 11, 18, 19, 23, 25, 29, 41, 43, 49, 55, 65, 67, 71,
95, 103, 107, 113, 115, 121, 125, 127, 131, 143, 145,
151, 157, 167, 169, 173, 197.

Х2 53J/2 2120 и- 1, 3, 9, 13, 17, 19, 23, 25, 27, 29, 31, 35, 37, 39, 49,
51, 55, 57, 67, 69, 71, 75, 77, 79, 81, 83, 87, 89, 93, 97,
103, 105, 111, 113, 117, 121, 127, 139, 147, 149,
151, 153, 165, 167, 169, 171, 179, 191, 197, 201, 205,
207.

я2 -4- 55?/2 220# ч- 1, 7, 9, 13, 17, 31, 43, 49, 57, 59, G3, 69, 71, 73, 81, 83,
87, 89, 91, 107, 111, 117, 119, 123, 127, 141, 153, 159,
167, 169, 173, 179, 181, 183, 191, 193, 197, 199, 201,
217.

я2 н- Ыу~ 2280 ч- 1, 11, 23, 25, 29, 31, 35, 41, 47, 49, 53, 61, 65, 67, 73,
79, 83, 85, 89, 91, 103, 113, 119, 121, 127, 131, 151,
157, 169, 173, 185, 191, 211, 215, 221, 223.

хг ~ь 58?/2 232# ч- 1, 9, 15, 21, 25, 31, 33, 35, 37, 39, 47, 49, 51, 55, 57,
59, 61, 65, 67, 69, 77, 79, 81, 83, 85, 91, 95, 101, 107,
115, 119, 121, 123, 127, 129, 133, 135, 139, 143, 157,
159, 161, 169, 179, 187, 189, 191, 205, 209, 213, 215,
219, 221, 225, 227, 229.

ж2 -+- 59у2 2360 и- 1, 3, 5, 7, 9, 15, 17, 19, 21, 25, 27, 29, 35, 41, 45, 49,
51, 53, 57, 63, 71, 75, 79, 81, 85, 87, 95, 105, 107, 119,
121, 123, 125, 127, 133, 135, 137, 139, 143, 145, 147,
153, 159, 163, 167, 169, 171, 175, 181, 189, 193, 197,
199, 203, 205, 213, 223, 225.

х2 -і- 61?/2 2440 и- 1, 5, 7, 9, 11, 13, 23, 25, 31, 35, 41, 43, 45, 49, 51, 55,
57., 59, 63, 65, 67, 71, 73, 77, 79, 81, 87, 91, 97, 99,
109, 111, 113, 115, 117, 121, 125, 137, 139, 141, 143,
149, 151, 155, 159, 161, 169, 175, 191, 197, 205, 207,
211, 215, 217, 223, 225, 227, 229, 241.

л;2 -+- 62?/2 2480 -+- 1, 3, 7, 9, 11, 13, 21, 25, 27,29, 33, 37, 39, 41, 43, 47,
49, 53, 61, 63, 71, 75, 77, 81, 83, 85, 87, 91, 95, 97, 99,
103, 111, 113, 115, 117, 121, 123, 129, 139, 141, 143,
147, 159, 169, 175, 179, 181, 183, 189, 191, 193, 197,
203, 213, 225, 229, 231, 233, 243.

х~ ч- 65?/2 2600 н-1, 3, 9, 11, 19, 23, 27, 29, 31, 33, 37, 43, 49, 57, 59, 61,
69, 71, 73, 81, 87, 93, 97, 99, 101, 103, 107, 111, 119,
121, 127, 129, 137, 147, 151, 171, 177, 181, 183, 193,
197, 207, 209, 213, 219, 239, 243, 253.
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ж2-ь 86у2 3440 -+-1, 3, б, 9, 15, 17, 19, 23, 25, 27, 29, 31, 37, 41, 45, 47,
49, 51, 57, G1, 69, 75, 77, 79, 81, 85, 87, 91, 93, 95, 97,
103, 111, 115, 121, 123, 125, 127, 131, 135, 141, 143,
145, 147, 149, 153, 165, 157, 163, 167, 169, 171, 179,
183, 185, 193, 205, 207, 211, 225, 227, 231, 235, 237,
239, 243, 245, 255, 261, 271, 273, 277, 279, 281, 285,
289, 291, 305, 309, 311, 323, 331. 333, 337.

ж2 н- 87у2 348,г -+- 1, 7, 11, 13, 17, 25, 41, 47, 49, 67, 77, 89, 91, 95, 101,

103, 109, 113, 115, 119, 121, 131, 137, 139, 143, 151,
155, 169, 175, 181, 185, 187, 191, 199, 215, 221, 223,
241, 251, 263, 265, 269, 275, 277, 283, 287, 289, 293,
295, 305, 311, 313, 317, 325, 329, 343.

ж2 -і- 80у2 3560 -+-1, 3, б, 7, 9, 15, 17, 19, 21, 23, 25, 27, 31, 35, 43, 45,
49, 51, 53, 57, 59, 63, 69, 73, 75, 81, 83, 85, 93, 95, 97,
103, 105, 109, 115, 119, 121, 125, 127, 129, 133, 135,
143, 147, 161, 153, 155, 157, 159, 161, 163, 169, 171,
173, 175, 177, 189, 191, 207, 211, 215, 217, 219, 225,
233, 239, 243, 245, 249, 255, 257, 265, 269, 277, 279,
285, 289, 291, 295, 301, 309, 315, 317, 319, 323, 327,
343, 345.

х~ 91 уг 3640 н- 1, 5, 9, 19, 23, 25, 29, 31, 33, 41, 43, 45, 47, 51, 53, 59,
73, 79, 81, 83, 89, 95, 97, 107, 111, 113, 115, 121, 125,
127, 145, 165, 165, 167, 171, 179, 183, 187, 191, 201,
205, 207, 211,213, 215, 223,225, 227,229, 233,235,
241, 255, 261, 263, 265, 271, 277, 279, 289, 293, 295,
297, 303, 307, 309, 327, 337, 347, 349, 353, 361.

ж2 и- 93г/2 3720-1-1, 17, 25, 29, 35, 43, 47, 49, 53, 55, 59, 65, 71, 77,
79, 89, 91, 95, 97, 107, 109, 115, 121, 127, 131, 133,
137, 139, 143, 151, 157, 161, 169, 185, 191, 193,
197, 199, 205, 209, 223, 227, 247, 253, 259, 269, 271,
287, 289, 299, 305, 311, 331, 335, 349, 353, 359, 361,
365, 367.

ж2 -+- 94уг 3760 -і- 1, 5, 7, 9, 11, 13, 17, 19, 25, 29, 35, 43, 45, 49, 55, 63,
65, 67, 69, 71, 77, 79, 81, 85, 89, 91, 93, 95, 97, 99,
103, 107, 109, 111, 117, 119, 121, 123, 125, 133, 139,
143, 145, 153, 159, 163, 169, 171, 175, 177, 179, 181,
183, 187, 191, 203, 209, 211, 215, 219, 221, 226, 227,
229, 239, 241, 245, 247, 249, 261, 263, 271, 275, 289,'
293, 301, 303, 315, 317, 319, 323, 325, 335, 337, 339,
343, 345, 349, 353, 355, 361, 373.



— 271 —





ЛИНЕЙНЫЕ ДѢЛИТЕЛИ
квадратичной формы х2— ay2 ДЛЯ ВСѢХЪ ВЕЛИЧИНЪ а отъ

1 до 101.

х2 — 2у~ 8«+1, 7.

х2 — 3у2 12г +- 1, 11.

х2 — Ъу2 20* -+-1, 9, 11, 19.

X2 — 6у2 24*4-1, 5, 19, 23.

х2 — 7у2 28*4-1, 3, 9, 19, 25, 27.

х2 — ІОу2 40*4- 1, 3, 9, 13, 27, 31, 37, 39.

х2— 11у2 44* ч- 1, 5, 7, 9, 19, 25, 35, 37, 39, 43.

х2 — 13у2 52*4- 1, 3, 9, 17, 23, 25, 27, 29, 35, 43, 49, 51.

х2 —14у2 56*ч- 1, 5, 9, 11, 13, 25, 31, 43, 45, 47, 51, 55.

х2 — 15у2 60*4-1, 7, 11, 17, 43, 49, 53, 59.

х2 — 17у2 68*4- 1, 9, 13, 15, 19, 21, 25, 33, 35, 43, 47, 49, 53, 55, 59, 67.

х2 — 19у2 76*4- 1, 3, 5, 9, 15, 17, 25, 27, 31, 45, 49, 51, 59, 61, 67, 71,
73, 75.

ж2 —21у2 84г-ь 1, 5, 17, 25, 37, 41, 43, 47, 59, 67, 79, 83.

х2 — 22у2 88*4- 1, 3, 7, 9, 13, 21, 25, 27, 29, 39, 49, 59, 61, 63, 67, 75,
79, 81, 85, 87.

х2 — 23у2 92*4-1, 7, 9, 11, 13, 15, 19, 25, 29, 41, 43, 49, 51, 63, 67, 73,
77, 79, 81, 83, 85, 91.

х2 — 26г/2 104*4- 1, 5, 9, 11, 17, 19, 21, 23, 25, 37, 45, 49, 55, 59, 67, 79,
81, 83, 85, 87, 93, 95, 99, 103.

х2 — 29у2 116*4-1, 5, 7, 9, 13, 23, 25, 33, 35, 45, 49, 51, 53, 57, 59, 63,
65, 67, 71, 81, 83, 91, 93, 103, 107, 109, 111, 115.

<м<гсо1
сд

120*4- 1, 7, 13, 17, 19, 29, 37, 49, 71, 83, 91, 101, 103, 107,1
113, 119. 1

18
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X2 — S\У2 124г -+-1, 3, б, 9, 11, 15, 23, 25, 27, 33, 41, 43, 45, 49, 55, 69,
75, 79. 81, 83, 91, 97, 99, 101, 109, 113, 115, 119, 121,
123.

Ж2 _ 33^2 1320 -+-1, 17, 25, 29, 31, 35, 37, 41, 49, 65, 67, 83, 91,95,
97, 101, 103, 107, 115, 131.

х2 — 34г/2 1360 -+-1, 3, 5, 9, 11, 15, 25, 27, 29, 33, 37, 45, 47, 49, 55, 61,
75,81, 87, 89, 91, 99, 103, 107, 109, 111, 121, 125, 127,
131, 133, 135.

ж2 — 35?/2 1405- -«- 1, 9, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 33, 43, 59, 67, 73, 81, 97,
107, 109, 111, 117, 121, 123, 127, 131, 139.

ж2 — 37у2 1480-+- 1, 3, 7, 9, 11, 21, 25, 27, 33, 41, 47, 49, 53, 63, 65, 67,

71, 73, 75, 77, 81, 83, 85, 95, 99, 101, 107, 115, 121,

123, 127, 137, 139, 141, 145, 147.

х2 — 38</2 1520-+- 1, 9, 11, 13, 15, 17, 21, 25, 29, 31, 35, 37, 43, 49, 53,
69, 71, 73, 79, 81, 83, 99, 103, 109, 115, 117, 121, 123,
127, 131, 135, 137, 139, 141, 143, 151.

ж2 — 39^/2 1560 -+-1, 5, 7, 19, 23, 25, 31, 35, 41, 49, 61, 67, 89, 95, 107,
115, 121, 125, 131, 133, 137, 149, 151, 155.

ж2 — 41у2 1640 -+-1, 5, 9, 21, 23, 25, 31, 33, 37, 39, 43, 45, 49, 51, 57, 59,
61, 73, 77, 81, 83, 87, 91, 103, 105, 107, 113, 115, 119,
121, 125, 127, 131, 133, 139, 141, 143, 155, 159, 163.

х2 — 42у2 I680 ч- 1, 11, 13, 17, 19, 25, 29, 41, 47, 53, 61, 79, 89, 107,
115, 121, 127, 139, 143, 149, 151, 155, 157, 167.

х2 — 43у2 1720 ч- 1, 3, 7, 9, 13, 17, 19, 21, 25, 27, 39, 41, 49, 51, 53, 55,
57, 63, 71, 75, 81, 91, 97, 101, 109, 115, 117, 119, 121,
123, 131, 133, 145, 147, 151, 153, 155, 159, 163, 165,
169, 171.

ж2 — 46уг 184* + 1, 3, 5, 7, 9, 15, 21, 25, 27, 35, 37, 41, 45, 49, 53, 59,
61, 63, 73, 75, 79, 81, 103, 105, 109, 111, 121, 123, 125,
131, 135, 139, 143, 147, 149, 157, 159, 163, 169, 175,
177, 179, 181, 183.

X2 — 4:7у2 1880-н 1, 9, 11, 15, 17, 19, 21, 23, 25, 31, 35, 37, 39, 43, 49,
53, 61, 65, 67, 81, 87, 89, 91, 97, 99,101, 107, 121, 123,
127, 135, 139, 145, 149, 151, 153, 157, 163, 165, 167,
169, 171, 173, 177, 179, 187.

Ж2 _ 51^2 2040 ч- 1, 5, 7, 13, 25, 29, 31, 35, 41, 47, 49, 59, 65, 79, 83, 91,
113, 121, 125, 139, 145, 155, 157, 163, 169, 173, 175,
179, 191, 197, 199, 203.
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_ 53^2 2120-1- 1, 7, 9, 11, 13, 15, 17, 25, 29, 37, 43, 47, 49, 57, 59, 63,
69, 77, 81, 89, 91, 93, 95, 97, 99, 105, 107, 113, 115,
117, 119, 121, 123, 131, 135, 143, 149, 153, 155, 163,
165, 169, 175, 183, 187, 195, 197, 199, 201, 203, 205,
211.

Ж2 __ 55^/2 2200 ч- 1, 3, 9, 13, 17, 19, 23, 27, 39, 47, 49, 51, 57, 67, 69, 73,
79, 81, 89, 103, 117, 131, 139, 141, 147, 151, 153, 163,
169, 171, 173, 181, 193, 197, 201, 203, 207, 211, 217,
219.

х2 — 57у2 2280 -н 1, 7, 25, 29, 41, 43, 49, 53, 55, 59, 61, 65, 71,73, 85, 89,
107, 113, 115, 121, 139, 143, 155, 157, 163, 167, 169,
173, 175, 179, 185, 187, 199, 203, 221, 227.

х2 — 58г/2 2320 -t- 1, 3, 7, 9, 11, 19, 21, 23, 25, 27, 33, 37, 43, 49, 57, 61,
63, 65, 69, 71, 75, 77, 81, 85, 99, 101, 103, 111, 121,
129, 131, 133, 147, 151, 155, 157, 161, 163, 167, 169,
171, 175, 183, 189, 195, 199, 205, 207, 209, 211, 213,
221, 223, 225, 229, 231.

х2 — 59у2 2360-н 1, 5, 9, 11, 17, 21, 23, 25, 29, 31, 39, 41, 43, 45, 47, 49,
53, 55, 57, 67, 81, 83, 85, 91, 99, 103, 105, 111, 115,
121, 125, 131, 133, 137, 145, 151, 153, 155, 169, 179,
181, 183, 187, 189, 191, 193, 195, 197, 205, 207, 211,
213, 215, 219, 225, 227, 231, 235.

я2 _ еіт/2 2Mz -f- 1, 3, 5, 9, 13, 15, 19, 25, 27, 39, 41, 45, 47, 49, 57, 65,
73, 75, 77, 81, 83, 95, 97, ЮЗ, 107, 109, 113, 117, 119,
121, 123, 125, 127, 131, 135, 137, 141, 147, 149, 161,
163, 167, 169, 171, 179, 187, 195, 197, 199, 203,205,
217, 219, 225, 229, 231, 235, 239, 241, 243.

л;2 — 62?/2 2480 н- 1, 9, 13, 15, 19, 21, 23, 25, 29, 38, 35, 37, 41, 49, 51,
53, 55, 59, 61, 67, 77, 79, 81, 85, 97,107, 113, 117, 119,
121, 127, 129, 131, 135, 141, 151, 163, 167, 169, 171,
181, 187, 189, 193, 195, 197, 199, 207, 211, 213, 215,
219, 223, 225, 227, 229, 233, 235, 239, 247.

х2 — 65у2 2600-1- 1, 7, 9, 29, 33, 37, 47, 49, 51, 57, 61, 63, 67, 69, 73, 79,
81, 83, 93, 97, 101, 121, 123, 129, 131, 137, 139, 159,
163, 167, 177, 179, 181, 187, 191, 193, 197, 199, 203,
209, 211, 213, 223, 227, 231, 251, 253, 259.

х2 — ту2 2640-н 1, 5, 13, 17, 19, 25, 31, 41, 43, 49, 53, 59, 61, 65, 85,
95, 97, 103, 109, 125, 139, 155, 161, 167, 169, 179, 199,
203, 205, 211, 215, 221, 223, 233, 239, 245, 247, 251,
259, 263.
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х2 — 67«/2 268*-н1, 3, 7, 9, 11, 17, 21, 25, 27, 29, 81, 33, 37, 43, 49, 51,
63, 65, 73, 75, 77, 79. 81, 87, 89, 93, 95, 99, 111, 115,
119, 121, 129, 139, 147, 149, 153, 157, 169, 173, 175,
179, 181, 187, 189, 191, 193, 195, 203, 205, 217, 219,
225, 231, 235, 237, 239, 241, 243, 247, 251,257, 259,
261, 265, 267.

x2 — 69у2 276* -н 1, 5, 11, 13, 17, 25, 31, 49, 53, 55, 65, 73, 83, 85, 89,
107, 113, 121, 125, 127, 133, 137, 139, 143, 149, 151,
155, 163, 169,187, 191, 193, 203,211, 221, 223,227,
245, 251, 259, 263, 265, 271, 275.

х2 — 70у2 280* -н 1, 3, 9, 11, 17, 23, 27, 31, 33, 37, 51, 53, 61, 69, 73, 81,
83, 93, 97, 99, 101, 111, 121, 127, 153, 159, 169, 179,
181, 183, 187, 197, 199, 207, 211, 219, 227, 229, 243,
247, 249, 253, 257, 263, 269, 271, 277, 279.

х2 — 71у2 284* -н 1, 5, 7, 9, 11, 23, 25, 29, 31, 35, 37, 39, 45, 47, 49, 51,
55, 57, 59, 63, 67, 73, 77, 81, 89, 99, 101, 109, 115,
121, 123, 125, 127, 129, 139, 145, 155, 157, 159, 161,
163, 169, 175, 183, 185, 195, 203, 207, 211, 217, 221,
225, 227, 229, 233, 235, 237, 239, 245, 247, 249, 253,
255, 259, 261, 273, 275, 277, 279, 283.

X2 — 73у2 292* -н 1, 3, 9, 19, 23, 25, 27, 35, 37, 41, 49, 55, 57, 61, 65, 67,
69, 71, 75, 77, 79, 81, 85, 89, 91, 97, 105, 109, 111,
119, 121, 123, 127, 137, 143, 145, 147, 149, 155, 165,
169, 171, 173, 181, 183, 187, 195, 201, 203, 207, 211,
213, 215, 217, 221, 223, 225, 227, 231, 235, 237, 243,
251, 255, 257, 265, 267, 269, 273, 283, 289, 291,

ж2 — 74у2 296* -н 1, 5, 7, 9, 13, 19, 25, 29, 33, 35, 41, 43, 45, 47, 49, 51,
59, 61, 63, 65, 69, 71, 73, 81, 91, 93, 95, 109, 117, 121,
125, 127, 131, 133, 137, 145, 151, 159, 163, 165, 169,
171, 175, 179, 187, 201, 203, 205, 215, 223, 225, 227,
231, 233, 235, 237, 245, 247, 249, 251, 253, 255, 261,
263, 267, 271, 277, 283, 287, 289, 291, 295.

х2 — 77у2 308* -н 1, 9, 13, 15, 17, 19, 23, 25, 37, 41, 53, 61,67, 71, 73, 81,
83,87, 93, 101, 113, 117, 129, 131, 135, 137, 139, 141,
145, 153, 155, 163, 167, 169, 171, 173, 177, 179, 191,
195, 207, 215, 221, 225, 227, 235, 237, 241, 247, 255,
267, 271, 283, 285, 289, 291, 293, 295, 299, 307.
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х2 -- 872/2 сосо -+- 1, 18, 17, 19, 23, 25, 31, об, 141, 43, 49, 55, 59, 71
, 77,

79, 83, 82 , 101, 107, 109, 113, 121, 127, 137, 163, 167,
169, 179, 181, 185, 211, 221

, 227, 235, 239, 241, 247,
259, 265, 269, 271, 277, 289, 293, 299, 305, 307, 313,
317, 323, 325, 329, 331, 335, 347.

х2 --89у2 356# -+■ 1, 5, 9, 11
, 17, 21, 25, 39>, 45.

, 47,49, 53, 55, 57, 67,69,
71, 73, 79 , 81, 85, 87, 91,, 93, 97, 99, 105,

, 107, 109, 111,
121, 123, 125, 129, 131, 133.

, 139, 153, 157, 161, 167,
169, 173, 177, 179, 183, 187

, 189, 195, 199, 203, 217,
223, 225, 227, 231, 233, 235, 245, 247, 249, 251, 257,
259, 263, 265, 269, 271, 275

, 277, 283, 285, 287, 289,
299, 301, 303, 307, 309, 311 , 317, 331, 335, 339, 345,
347, 351, 355.

х2 -- <д\у2 364г 1, 3, 5, 9, 11, 15, 25, 27, 29, 33, 41, 45, 53, 55, 67 , 71,
73, 76, 81 , 87, 89, 97, 991, 103, 113, 121,, 123, 125, 131,
135, 139, 145, 151, 159, 163, 165, 199, 201, 205, 213,
219, 225, 229, 233, 239, 241

, 243, 251, 261, 265, 267,
275, 277, 283, 289, 291, 293, 297, 309, 311, 319, 323,
331, 335, 337, 339, 349, 353, 355, 359, 361, 363.

я2-- 932/2 372z н- 1, 7, 11, 17, 19, 23, 25., 29,, 49, 5В, 65, 67, 77, 83,
89, 97, 103, 109, 119, 121 , 133, 137, 157,

, 161, 163, 167,
169, 175, 179, 185, 187, 193,, 197, 203, 205, 209, 211,
215, 235, 239, 251, 253, 263, 269, 275, 283, 289, 295,
305, 307, 319, 323, 343, 347, 349, 353, о 55, 361, 365,
371.

х2 -- 942/2 376# -і 1, 3, 5, 9, 13, 15, 17, 23, 25, 27, 29, 31, 39, 45, 49,51,
69, 65, 69, 75, 77, 81, 83, 85, 87, 82I, 93,

1 97, 109,1
115, 117, 121, 125, 127, 131, 133, 135, 145, 147, 151,
153, 155, 167, 169, 177, 181

, 195, 199, 207, 209, 221,
223, 225, 229, 231,241, 243, 245, 249, 251, 255, 259,
261, 267, 279, 283, 287, 289, 291, 293, 295, 299, 301,
307, 311, 317, 325, 327, 331, 337, 345, 347, 349, 351,
353, 359, 361, 363, 367, 371, 373, 375.

х2 --95^2 380# 1, 7, 9, 13, 23, 31, 33, 37,43, 47, 49, 51, 53, 59, 61 ,63,

71, 79, 81
, 83, 87, 91, 97 , 101, 113, 117, 121, 123, 149,

151, 161, 163, 169, 173, 179, 187, 193, 201, 207, 211,
217, 219, 229, 231, 257, 259, 263, 267, 279, 283, 289,
293, 297, 299, 301, 309, 317, 319, 321, 327, 329, 331,
333, 337, 343, 347, 349, 357, 367, 371, 373, 379.
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